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L L'HERITAGE DE RENE THOM

Pour pouvoir évaluer correctement 1’héritage de la théorie des catastrophes, il
faut, je crois, voir les choses a un double niveau. Il y a d’abord évidemment la postérité
directe des idées personnelles de René Thom. Et puis, il y a ensuite le développement
d'idées analogues a celles qu’il a été€ I'un des tout premiers a promouvoir de la facon la
plus efficace et la plus profonde, a savoir 1’application a des domaines nouveaux d’un
certain nombre de formalismes — géométrie différentielle, théorie des singularités,
théorie des bifurcations — qui, jusque-la, n'étaient essentiellement appliquées qu'en
physique, par exemple dans 1'étude des ruptures de symétrie, des phénomenes critiques
ou des phénomenes de transitions de phase.

Je me souviens que lorsque, a la fin des années 60, j'ai écrit a René Thom —
que je connaissais déja comme 1'un des plus grands spécialistes mondiaux de la théorie
des singularités — pour lui dire a quel point j'étais enthousiasmé par 1'idée d'une
approche du sens, du langage et des contenus cognitifs, qu'ils soient perceptifs ou
conceptuels, en termes de géométrie différentielle, de théorie des singularités et de
théorie des bifurcations, pratiquement personne, en dehors de Roman Jakobson, ne
comprenait alors ce qui était en jeu. Dans les années 70, quelques pionniers se sont
lancés dans le "morphological turn" : Wolfgang Wildgen et Per Aage Brandt en sémio-

linguistique, Giulio Giorello, Fernando Gil et Kristof Pomian pour 1'Enciclopedia
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Einaudi. Il y a eu toutes ces années de l'extraordinaire séminaire du samedi matin a
I'THES de Bures-sur-Yvette et tout cela a abouti au début des années 80 au Colloque de
Cerisy Logos et Théorie des Catastrophes, au livre de Wolfgang, a ma thése, puis a la
thése de Per Aage, et au débat sur le structuralisme dynamique a l'intérieur de 1'Ecole
sémiotique greimassienne. Il y a la une douzaine d'années d'une richesse exceptionnelle
dont il faudra un jour raconter 1'histoire dans le détail.

A I'époque, d'autres groupes d'avant-garde travaillaient sur des idées voisines : le
groupe d’Ilya Prigogine a 1'Université Libre de Bruxelles, le groupe de Henri Atlan et
Jean-Pierre Dupuy au CREA et le groupe de Synergétique de Haken.

La situation a considérablement évolué vers le milieu des années 80 avec le
développement explosif des réseaux de neurones. Les modeles dynamiques se sont alors
rapidement imposés partout, essentiellement parce que dans ces modeles les
dynamiques internes et externes deviennent explicites. Mais la référence a Thom y était
pratiquement inexistante.

En ce qui concerne la postérité directe des idées personnelles de René Thom, ses
disciples ont beaucoup travaillé. Méme si René n’a pas constitué a proprement parler
d’école, il a fécondé la pensée d’un nombre considérable de personnes, aussi bien dans
le domaine des mathématiques pures que dans celui des applications et celui de la
philosophie. Tous les chercheurs qu’il a inspirés ont continué a développer ses ceuvres.
Mais il est vrai que, sur le plan sociologique et médiatique, apres les grands débats des
années 70 et 80, la théorie des catastrophes congcue au sens strict a connu un certain
retrait, ce qui a parfois pu faire dire a René Thom vers la fin de sa vie qu'elle était un
peu un échec sociologique. Mais méme a supposer que ce soit effectivement le cas, cet
échec relatif se trouve, selon moi, treés largement compensé par 1'extraordinaire succes
des idées du type de celles qu’il a développées.

En particulier dans le domaine des sciences cognitives et sémio-linguistiques,
les idées introduites par Thom et Zeeman a la fin des années 60, a savoir qu’il est
pertinent d'utiliser la théorie des attracteurs de systémes dynamiques non linéaires et la
théorie des bifurcations de ces attracteurs pour comprendre ’activité mentale et la
structure des représentations mentales, ces idées qui étaient extraordinairement
nouvelles et provocatrices a 1'époque, sont devenues maintenant des idées-forces tres
largement admises. On peut méme dire que, dans des domaines comme 1’étude de la

perception et des relations entre le langage et la perception, le paradigme dynamique est



devenu dominant. Or il est profondément thomien méme si tous les spécialistes qui y
travaillent ne font pas systématiquement référence a René Thom. C'est pourquoi je
pense que 1’on peut dire que dans les domaines des sciences humaines qui intéressaient
René Thom, sa théorie morphodynamique des formes et des structures s’est
considérablement développée et a €t€ confirmée par de nombreuses données
expérimentales. En ce sens, il y a en définitive une trés grande réussite des idées
thomiennes.

Et cela est vrai y compris dans le domaine de la morphogenéese biologique ou
René Thom estimait avoir introduit ses idées les plus fondamentales et ou les
controverses ont €té les plus chaudes. La aussi, comme pour les sciences humaines, on
peut dire que l'utilisation des modeles dynamiques, de la théorie des bifurcations
engendrant des discontinuités qualitatives dans des substrats physiques, s'est beaucoup
développée. On pourrait y ajouter d’autres modeles, par exemple les modeles de
morphogenese de type Turing fondés sur des équations différentielles de réaction-
diffusion.

Ce qui a peut-étre le plus changé d’avec la facon dont René Thom lui-méme
voyait les choses, c’est qu'il semble désormais possible d’établir une convergence avec
les résultats de la génomique. L’on commence a comprendre le controle génétique du
développement et 1’analyse de ces génes permet de découvrir comment les réactions
morphogénétiques qui intéressaient René Thom peuvent étre contrdlées par le génome.
René Thom a eu, comme on le sait, des polémiques assez vives avec la biologie

moléculaire, mais je pense que le conflit est en train d'€tre dépassé.

I1. LA PREDICATION SELON RENE THOM

Parmi tous les sujets de sémiolinguistique qu'il serait possible d'aborder dans ce
colloque d'hommage, je vais privilégier celui de la prédication car on en parle peu alors
qu'il est pourtant fondamental. En effet, en ce qui concerne les jugements perceptifs, il
existe ce que Thom appelait un “hiatus infranchissable entre le logique et le
morphologique” (Thom 1988, p. 248). Cela est dii au fait que dans l'expression
“jugement perceptif” les deux termes renvoient a des univers formels complétement
différents : “jugement” a une syntaxe logique de catégories grammaticales, “perceptif” a
une géométrie morphologique.

Or les approches cognitivistes du langage ont précis€ément conduit (entre autres)

a repenser en profondeur les liens entre les structures syntactico-sémantiques des



langues naturelles et les structures de la perception. Elles ont fait apparaitre un nombre
considérable de nouveaux probléemes dont 1’approche formelle exige des outils
appropriés assez €loignés de ceux, classiques, de la sémantique formelle.

J’aimerais, dans cette perspective, proposer quelques remarques concernant les
formes les plus primitives de prédication dans les jugements perceptifs comme “la neige
est blanche” (Tarski), “I’hexaedre est rouge” (Husserl), “le ciel est bleu” (Thom). Le
caractere tautologique de la définition tarskienne de la vérité : I'énoncé “la neige est
blanche” est vrai si et seulement si 1'état de choses “la neige est blanche” est réalisé est
le symptome de la mise entre parentheses de la perception dans 1’analytique logique
classique. C’est sur ce point que je voudrais axer ma réflexion.

Il y a déja fort longtemps que je m’intéresse a ce sujet. En particulier pour le 16"
International Wittgenstein Symposium de 1994, Philosophy and Cognitive Science,
j’avais déja introduit un certain nombre de propositions pour formaliser les jugements
perceptifs au moyen de la théorie des topoi !. Ce sont ces idées que j’aimerais préciser

icl.

1. Prédication et valeur de vérité des jugements perceptifs

Pour obtenir une formalisation morphologique, reprenons la facon dont, dans
I’Esquisse de Sémiophysique (Chapitre 6. La dynamique aristotélicienne comme
sémiophysique, F. Axiomes de 1’acte, 2. Phrases univalentes), Thom analyse un
jugement perceptif de base comme “le ciel est bleu”. Le remplissement de 1'extension
spatiale W d'un objet S par une qualité sensible (comme une couleur) p appartenant a un
genre de qualité G se décrit par une application:

g:W —= G
woo— g(w)

qui, a tout point w de W, associe la valeur de la qualité en ce point. En fait, il est naturel
d’interpréter g comme une section de la fibration nt : E= WxG — W de base W et de
fibre G qui associe au couple (w, s) d’un point w de la base W et d’un point s de la fibre
G le point w. Une section d’une fibration &t : E — W est une application o: W — E qui
“releve” m, i.e. telle que mo o= 1Iy. La valeur g(w) de g en w est donc considérée
comme appartenant a I’exemplaire de G qui est la fibre w—1(w) de 7t au-dessus de w.

La nécessité d'introduire une fibration est fortement soulignée par Thom :

“C'est pourquoi, en tant que mathématicien, pour définir

I'homéomere, je dois multiplier l'espace substrat par un espace

I Petitot [1994a].



invisible, un espace (interne) de qualités — un espace de genre — ,

pour y définir le bord de ma qualité homéomere.” 2

Dans une certaine mesure, toute la théorie des catastrophes a développé cette
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idée de base que la fagon dont les qualités “secondes” remplissent les extensions spatio-
temporelles (“qualité¢ premiere”) devait s'interpréter, comme en physique, par des
sections de fibrations bien choisies.

Le remplissement de S par la qualité p se trouve ainsi décrit par la section
g: W— Wx G de m qui associe a tout point w de W, le couple (w, g(w)) ou g(w) est la
valeur de la qualit¢ p en w. La section g décrit donc le remplissement, que nous
noterons <S, p>, autrement dit la structure perceptive (évidemment hypersimplifiée).

Il est important de noter que le concept géométrique de fibration est neuro-
physiologiquement pertinent. Les structures (hyper)columnaires du cortex (qui
permettent d’associer a chaque position rétinienne un élément comme une couleur, une
texture, une direction, etc. et donc de définir des champs rétinotopiques de tels
éléments) constituent des implémentations (évidemment discrétisées) de fibrations.

Ce formalisme morphologique permet de schématiser les relations de
dépendance unilatérale (les hiérarchies) entre les genres. Le fait que I’extension spatiale
(qualité “premiere”) soit ontologiquement premiere par rapport aux qualités “secondes”
se trouve traduit par le fait que, dans la fibration & : E — W, I’extension W est la base
(qui peut exister de facon indépendante) alors que le genre de qualités G est la fibre.

En général I’espace de genre G est en plus catégorisé en especes (en “essences”
qualitatives ou species, par exemple les types Cy, ..., C, de couleurs) par un potentiel
V:G — R.3 Les bassins d’attraction des minima définissent alors les catégories (les
especes) de G et les minima fonctionnent comme des prototypes. Si p C G est une de
ces catégories, si dp est son bord dans G et si S est le nom de ’entité de substrat W

b

considérée, le jugement perceptif “S est p” s’interpréte selon Thom par le fait que
I’image g(W) de la section g : W — W x G est encapsulée dans le cylindre W x dp

(cf. Thom 1988, pp. 158 sq. et 205 sq.) : “Sest p” est vrai ssi g(W) C W x dp.

“Il s’agit de la capture de I’image de la section g : W — W x G dans
I’espace d’un genre G par une dynamique interne a G (conduisant a

un minimum attracteur).”

2 Dans la biologie d’Aristote, les homéomeres sont les parties homogenes des substrats.

3 9% est le corps des nombres réels.



“On considérera qu’a tout genre — entité seconde — est associé un
substrat G, et sur cet espace on aura un espace de qualité (état
interne). Alors G est défini comme la réunion des bassins d’un
potentiel V: G — 9R; le bassin d’'un minimum est le substrat d’une
espece (eidos). Par exemple, sur I’espace continu des impressions de
couleur (espace a trois dimensions MR’ selon la théorie classique),
I’adjectif bleu serait défini par un bassin b, de bord 0b. La
signification d’une phrase attributive comme « Le ciel est bleu » peut
étre ainsi géométrisée. Le substrat du « ciel » est une demi-sphére
céleste D* du point de vue de la couleur, I’état du ciel est défini par
une section o : D* = R’ x D*> du morphisme R’ x D* — D’. Le « ciel
est bleu » est I’acte signifiant que cette section est « capturée » par le
bassin b, autrement dit la section o : D* — R’ x D’ est tout entiére
contenue dans le tube b x D avec le bord duquel (0b x D) elle est

« entrelacée ».”

Nous avons donc deux CNS (conditions nécessaires et suffisantes) de validité

z

pour un énoncé “S est p” :

b

1. La CNS tarskienne: I’énoncé “S est p” est vrai ssi 1’état de choses
correspondant «S est p» est vérifi€ («§S est p» ne pouvant d'ailleurs €tre représenté
linguistiquement qu’au moyen du jugement “S est p”).
2. La CNS thomienne : 1’énoncé “S est p” est vrai ssi I’image g(W) de la section
g : W— Wx G est encapsulée dans le cylindre W x dp.

La premicere est logique et prédicative mais ‘“aveugle” (sans intuition
remplissante). La seconde est morphologique mais ante-prédicative et pré-judicative.
Comment en effectuer la synthése ? Comment penser le lien entre le schématisme
géométrique de la perception et la formalisation traditionnelle des jugements en termes
de logique formelle ? Le probléeme est délicat car, comme 1’avait déja profondément
remarqué Wittgenstein, dans des jugements perceptifs du type “S est p”, “X est plus
clair que Y, etc., la spatialisation des qualités n’est pas explicite.

Dans la CNS de Thom, la vérité est spatialement localisée et c'est tout le
probleme du “hiatus entre le logique et le morphologique”. C'est cela qu'il faut

comprendre. Pour avancer faisons d'abord un détour par Husserl.



II. PRESENTATION PERCEPTIVE ET REPRESENTATION PROPOSITIONNELLE
DANS ERFAHRUNG UND URTEIL DE HUSSERL

1. Présentation géométrique et représentation propositionnelle

Les formules atomiques “S est p” que sont les jugements d’attribution de
qualités sensibles a des objets spatialement localisés se situent au degré zéro de
I’échelle logique. Tant leur syntaxe que leur sémantique sont triviales. Mais cette
trivialité évidente disparait dés que 1’on essaye de comprendre les liens qui peuvent
exister entre leur structure syntactico-sémantique et la scéne perceptive — que nous
noterons <, p> — qu’ils décrivent et dénotent.

La scene perceptive <S, p> correspond a la donnée d’un domaine spatial Wy
(I’extension de 1’objet S) rempli par une qualité sensible p. Elle est “synthétique”, de
format géométrique et “présentationnelle” (au sens de 1’opposition philosophique et
phénoménologique classique entre Darstellung (présentation) et Vorstellung
(représentation)). Au contraire, le jugement prédicatif “S est p” est quant a lui
“analytique”, de format propositionnel et “représentationnel”. Quel rapport il y a-t-il
entre ces deux formatages, c’est-a-dire, entre d’un coté le remplissement intuitif
d’extensions spatiales par des qualités et d’un autre coté les catégories syntaxiques de la
prédication ?

Ces problémes ont été fort peu étudiés par les traditions logico-sémantiques. 11
existe pourtant une exception notable, de premiére importance, celle de Husserl. En
particulier dans les extraordinaires réflexions sur I’origine perceptive de la prédication

que I’on trouve dans Erfahrung und Urteil.

2. Erfahrung und Urteil

Dans cet ouvrage posthume 4 (1939, Husserl ayant disparu en 1938), édité a
Prague par son disciple et assistant Ludwig Landgrebe et dont le sous-titre
Untersuchungen zur Genealogie der Logik exprime bien les intentions, Husserl cherche
a clarifier phénoménologiquement les origines de la prédication. I y élabore (entre
autres) une théorie des propositions atomiques “S est p” dans le cadre d’une
apophantique formelle (i.e. d’une théorie syntaxique) et d’une ontologie formelle (i.e.
d’une théorie sémantique comme la méréologie ou la théorie des ensembles). Si sa
perspective est “généalogique”, c’est parce que, selon lui, la logique formelle classique
occulte le probleme fondamental de [’évidence dans le concept logique de vérité.
“Evidence” signifie ici I'immédiateté de la donation des phénomenes dans la

présentation perceptive (I’“immediate acquaintance” des russelliens).

4 Husserl [1954].



“Le caractere formel de 1’analytique logique consiste en ce qu’elle ne
s’interroge pas sur la qualité matérielle [i.e. perceptive] de ce quelque
chose [donné dans la perception], qu’elle n’envisage les substrats
qu'en fonction de la forme catégoriale qu’ils prennent dans le

jugement.” (p. 28)

Comme “jugement catégorique fondé dans la perception” (p. 79), un jugement
prédicatif a contenu perceptif de type “S est p” est enraciné dans I’expérience ante-
prédicative et pré-judicative du monde perceptivement donné et c’est bien cet
enracinement — ce qu’il appelle une “fondation” — que Husserl veut thématiser
comme tel. Il retrace pour ce faire la “genese catégorielle” des catégories logiques
“primitives” (sujet / prédicat), geneése qui convertit I’unité perceptive synthétique <S, p>
de ’extension spatiale d’un substrat S délimitée par un bord (contour apparent) et
possédant un moment dépendant p (qualité sensible) en I'unité syntaxique analytique de
la proposition “S est p”. Il ramene cette conversion d’une présentation perceptive en une
représentation propositionnelle a une opération réflexive de thématisation et de
typification logique qui typifie les substrats en sujets et les moments dépendants en

prédicats. Telle est selon lui

“I’origine des premieres catégories dites ‘catégories logiques’ . (p.
134)

Comme 1l y insiste,

“dans le jugement prédicatif le plus simple, une double information
est traitée” (p. 252)

car sous I’information syntaxique catégoriale “sujet / prédicat” concernant les “formes
fonctionnelles” des termes de la proposition, il existe une autre information concernant
les “formes noyaux” /substrat = indépendance/ et /moment qualitatif = dépendance/.

Selon Husserl, la prédication est un processus basé sur

“le recouvrement des formes noyaux comme matériel syntaxique pour
y y

les formes fonctionnelles.” (p. 252).

C’est cette typification logique en catégories syntaxiques des relations

synthétiques de dépendance substrats-qualités qu’il s’agit de formaliser.



3. Pertinence d’une approche morphologique thomienne

Si ’on veut, au-dela de la description eidétique pure, transformer la description
phénoménologique en source de modélisation, il faut alors pouvoir formaliser les
phénomenes de remplissement qualitatif constitutifs des états de choses <S, p>. Or c'est
précisement cela que permet l'approche morphologique de René Thom.

Cette possibilité de disposer d’une présentation morphologique d’un scheme
sensible <S, p> qui soit différente de la proposition “S est p” est absolument nécessaire
si 'on veut briser
1) le cercle vicieux qui affirme que les structures et les propriétés qualitatives du
monde sensible n’existent qu’a travers les jugements qui les interpretent et ne peuvent
pas €tre montrés (présentés) autrement (c’est-a-dire au fond que toute Darstellung est
toujours-déja une Vorstellung), et
(i)  le caractere tautologique de la définition tarskienne de la vérité : I'énoncé “la
neige est blanche” est vrai ssi 1'état de choses “la neige est blanche” est réalisé.

Elle permet aussi d’entrevoir la solution a un certain nombre de difficultés qui
ont fait jusqu'ici I’objet d’un nombre considérable de discussions philosophiques.

1) La représentation propositionnelle “S est p” de la présentation morphologique
<S, p> possede un contenu qui est infensionnel a un double titre. D’abord parce qu’il
représente 1’état de choses sous un certain aspect, celui présenté par <S, p>. Ensuite
parce que les spécificités de l'aspect de <S, p> (par exemple 1’extension exacte de S, les
valeurs exactes de p) ne sont pas reflétées dans le jugement “S est p”: celui-ci
fonctionne en fait de fagon indexicale. Tout jugement perceptif élémentaire ne peut
fixer sa référence que de facon pragmatique : le lien entre 1'€énoncé “S est p” et la scéne
perceptive <S, p> est contrefactuel. Comme nous allons le voir, la sémantique naturelle
des jugements perceptifs est donc une sémantique intensionnelle a la Kripke, mais d’un
nouveau type.

(i)  Cela explique le fait que la représentation “S est p” possede une propriété
sémantique en vertu de laquelle elle représente le schéme sensible <S, p>. La relation

9

entre S et p dans le jugement “S est p” est donnée par la relation de dépendance
constitutive de la structure morphologique du schéme sensible <S, p>. Or ce dernier
differe de 1’état de choses objectif associé (un scheme sensible n’est pas objectif au sens

“chosique”). D’ou la possibilité de méprise représentationnelle.

5 Pour une critique de cette définition tautologique dans le cadre de la théorie des topoi

que nous utilisons plus bas, cf. Moerdijk-Reyes [1991].



II1. L’INDEXICALITE PRAGMATIQUE DES JUGEMENTS PERCEPTIFS

Les jugements perceptifs sont tous d’une certaine facon indexicaux. La spatialité
implicite des objets (la localisation et I’extension) y fonctionne comme fonctionnent les
déictiques : elle doit étre actualisée par la situation perceptive qui joue en quelque sorte
le role d’un contexte pragmatique. On peut dire aussi que I’espace modalise la vérité
des jugements perceptifs. Dans un jugement d’attribution de qualité de type “S est p” on
ne dit pas que S est un symbole de variable référant a un individu possédant la propriété
p. On dit que S référe a un individu d’extension W et que W est “rempli” par la qualité
p. Les conditions de vérit€ du jugement présupposent donc que S réfere a une section
g(W) de la fibration associée a la qualité p. Mais I’extension W demeurant implicite
dans la syntaxe de I’énoncé et n’intervenant qu’au niveau de sa sémantique, on peut

dire qu’elle fonctionne de fagon indexicale.

IV. LA PERTINENCE DES CONCEPTS DE FAISCEAU ET DE TOPOS
L'on voit que si 1'on articule ainsi morphologie perceptive et logique judicative
en respectant leur altérité, alors le probleme devient de formaliser l'analyse
husserlienne-thomienne des liens entre un sch¢me morphologique <S, p> (intuition
remplissante) et un jugement “S est p” (intention de signification) et, donc, de faire droit
a la priorit€ du formatage morphologique (présentationnel) sur le formatage
propositionnel (représentationnel) pour pouvoir ensuite comprendre la conversion
faisant passer de I’un a I’autre.
Essayons d'imaginer un chemin menant du signal optique a un jugement en
essayant de repérer exactement a quel moment géométrie et logique doivent s'articuler.
1. Le signal doit d'abord étre traité, régularisé et segmenté. On connait des
algorithmes trés performants : ondelettes de Mallat, modele variationnel de
Mumford-Shah, équations de diffusion anisotropes de Morel, etc. ¢
2. Les aspects, les profils (Abschattungen, adumbrations) — et en particulier
les contours apparents — doivent €tre reconnus comme des aspects d'objets.
On sait que René Thom s'était énormément intéressé a ce probleme. C'est
une tres jolie application de la théorie des singularités. En se situant dans la
grassmannienne des projections on associe un contour apparent (i.e. un lieu
singulier avec des singularités) a chaque point de vue et la question de savoir
comment les types génériques de contours apparents stratifient I'espace des
points de vue est un probleme difficile encore non résolu.
3. Mais ce qui doit étre transformé en jugement est d'abord un aspect

particulier, celui sélectionné par 1'observateur. Comme nous l'avons vu, la

6 Cf. par exemple Petitot [1994b] et [2003b].

10



sélection du point de vue et son changement correspondent a la nature
pragmatique des jugements perceptifs.

4. C'est donc le remplissement d'une extension spatiale par une qualité sensible,
qui constitue bien la donnée primitive, ainsi que René Thom l'avait tout de
suite formalisée avec la notion de point régulier et de point singulier dans
Stabilité structurelle et Morphogenése. C'est bien elle qu'il faut faire passer
du géométrique au logique.

L’idée est alors d’utiliser certains résultats fondamentaux concernant les liens
entre géométrie et logique qui ont été découverts dans le cadre de la théorie des
catégories (au sens mathématique du terme) et, plus précis€ément, dans celui de la dite
théorie des topoi. Tres intuitivement, les idées de bases sont les suivantes.’

1) Les remplissements possibles de domaines spatiaux W d’un espace ambiant M
par des qualités sensibles — et donc les sections o qui les modélisent— reposent sur
une dialectique du local et du global (possibilité de restreindre un recouvrement a un
sous-domaine, possibilité de recoller des recouvrements compatibles, etc.) qui est
caractéristique de ce que 1’on appelle la structure de faisceau sur un espace de base M.
(i)  Les opérations formelles catégoriques que 1’on peut faire sur des faisceaux —
qui sont des objets géométriques — sont exactement paralléles aux opérations
syntaxiques que 1’on peut faire sur des symboles — qui sont des objets logiques. C’est
cela la grande découverte : elle est due a William Lawvere a la fin des années 60. On dit
que la catégorie des faisceaux sur un espace de base M possede la structure de fopos.
(ii1))  On peut par conséquent associer a la catégorie des faisceaux sur M un langage
formel (ce que I’on appelle sa “logique interne”). Dans ce langage logique une variable
x va étre interprétée syntaxiquement par un faisceau X (par exemple le faisceau des
sections d'une fibration 7w: M x G — M) qui représente son type logique. Mais,
sémantiquement, x sera interprétée comme une section particuliere de X définie sur un
domaine particulier W de M.8 Cette sémantique tres particuliere s'appelle la sémantique
de Kripke-Joyal des topoi.

Autrement dit, le formalisme “toposique” permet de typifier logiquement
des symboles qui réferent a des remplissements de domaines spatiaux par des
qualités.

7 Pour une introduction a la théorie des topoft, cf. Asperti-Longo [1991] et MacLane-
Moerdijk [1992].

8 Techniquement, il faut tenir compte du fait que, traditionnellement, les sections de
faisceaux sont définies sur des ouverts de 1’espace topologique de base. Mais on peut

généraliser cette situation traditionnelle (cf. section VI).
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C’est exactement le genre de formalisme dont on a besoin pour formaliser la
description eidétique de Erfahrung und Urteil a partir de la géométrisation de la
prédication proposée par Thom.

Il s’agit donc de reprendre I’analyse logique des propositions (et donc les bases
mémes de la sémantique) a partir de ce primat du perceptif. Il s’agit de relier au moyen
d’une logique géométrique une typification logico-catégorielle et un schématisme
morphologique. Comme le formalisme logique, le schématisme morphologique est une
structure idéale se réalisant dans des actes et des processus mentaux. Mais son idéalité
est “esthésique” (au sens de 1’Esthétique transcendantale kantienne) et non pas

symbolique.
V. FAISCEAUX, TOPOI ET LOGIQUE

1. Remarques préliminaires

1. La théorie des topoi a été inventée et développée par Alexandre Grothendieck et
son €cole dans les années 60 pour résoudre des problemes trés sophistiqués de
géométrie algébrique (construction de théories cohomologiques généralisées). 11 peut
donc paraitre étrange de vouloir ['utiliser pour des problémes cognitifs non
mathématiques et, qui plus est, apparemment élémentaires. Mais en fait si ces
problémes sont traités de facon neurocognitive (ce qui m'intéresse au premier chef mais
dont je ne parle pas ici), ils ne sont plus du tout triviaux et doivent donc étre modélisés
avec des outils convenables.

2. La théorie des catégories est certainement la meilleure ontologie formelle dont
nous disposions actuellement (par beaucoup d'aspects elle est supérieure a la théorie des
ensembles) et il est donc naturel de s’y placer.

3. Certains spécialistes de la théorie des topoi ont déja appliqué ces outils a la
clarification de certains problémes sémantiques. Par exemple Gonzalo Reyes (qui a
travaillé, avec Eduardo Dubuc, Anders Koch, Ieke Moerdijk et Marta Bunge sur les
applications de la théorie des topoi a la Géomeétrie différentielle synthétique) a utilisé
ces techniques pour formaliser la théorie kripkéenne des noms propres comme
désignateurs rigides.

4. En général, la théorie des topoi est utilisée en logique formelle et en
informatique théorique comme un outil pour le A-calcul typé (cf. par exemple les
travaux de John Mitchell, Philip Scott, Giuseppe Longo, etc.). Comme nous allons le
voir, quand des variables sont typées par des objets d’un topos, les propriétés
catégoriques du topos conduisent a une logique interne (en général intuitionniste) qui
est un A-calcul typé. Dans la mesure ou la correspondance de Curry-Howard montre

que les formules peuvent étre traitées comme des types, les preuves comme des A-
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termes et la réduction d’une preuve par €limination de coupures a la réduction d’un A-
terme a sa forme normale, la théorie des topoi est devenue un outil fondamental pour
comprendre la sémantique des langages formels, et en particulier des langages de
programmation.

Dans ces applications logiques, I’origine (la “généalogie”) géométrique des
concepts de faisceau et de topos n’est pas pertinente. Ici, nous utilisons au contraire
cette origine géométrique de facon essentielle pour clarifier la montée cognitive du

niveau morphologique-perceptif vers le niveau propositionnel-prédicatif.

2. Le concept de faisceau

Pour le concept de faisceau, le concept topologique primitif n’est plus celui de
point mais celui d’ouvert (ce que Peter Johnstone appelle la “pointless topology™).?

De facon abstraite, une fibration sur un espace de base M est caractérisée par
I’ensemble de ses sections I'(U) sur les ouverts U C M. C’est un dispositif produisant
des sections. Si s € I'(U) est une section sur U et si VC U, on peut naturellement
considérer la restriction s|y de s a V. Cette restriction est une application T(U) — (V).
Il est évident que si V="U alors sly=s et que si WCVCU et s&T(U) alors

(s|w)|w = s|w (transitivité de la restriction). On obtient ainsi un foncteur contravariant

I': @*(M)—Ens de la catégoric (M) des ouverts de M dans la catégoriec Ens des
ensembles (les objets de M) sont les ouverts de M et les morphismes sont les
inclusions d’ouverts).

Réciproquement, soit I" un tel foncteur — ce que 1’on appelle un préfaisceau sur
M. Pour avoir une chance d’étre le foncteur des sections d’une fibration, il est clair que
I" doit satisfaire les deux propriétés caractéristiques suivantes :
(F1) Deux sections localement égales sont globalement égales. Si U/= (U,);cs est un
recouvrement ouvert de la base M et si s, s' € ['(M) sont deux sections globales, alors, si
slu;=s'lu; Vi €1, on al’égalité s = 5",
(F2)  Une famille de sections s;qui sont définies sur un recouvrement ouvert
U= (Ujigr d’un ouvert U et compatibles sur les intersections U; N Uj peut €tre recollée

en une section globale s sur U. Autrement dit si s; € I'(U;) est une famille sur

9 Dans les sections techniques qui suivent nous traiterons les extensions d’objets
comme des ouverts car les concepts géométriques qui nous intéressent ont ét€ définis et
étudiés a partir de ce concept primitif. Mais, comme nous l'avons dit, une telle
hypothese n’est pas réaliste puisque la plupart des objets étant délimités par des bords

leur extension est fermée.
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U= (U))ier et si les s; sont compatibles i.e. si si|y; N U; = silu; N u; quand U; N Uj= &,
alors Is € T(M) telle que 5|y, = s; ViEL
Il est remarquable que (Fp) et (F») puissent €tre exprimées de fagcon purement

catégorique. Cela montre en effet que certains des caracteres les plus “synthétiques” de

I’espace peuvent €tre décrits dans le cadre de I’ontologie formelle qu’est la théorie des
catégories. Par exemple (Fp) dit que la fleche e qui associe a la section s la famille de

ses restrictions

est I’equalizer )

rw) = [[rw) _T]rw ny)

i 7 i
des deux projections p, g correspondant aux inclusions U; N U;C U; et U; N U; C Uj .
Prises comme axiomes pour des préfaisceaux, les propriétés (Fp) et (Fp)

définissent une structure plus générale que celle de fibration, nommément celle de
faisceau. On peut d’ailleurs montrer que si les axiomes (Fp) et (F2) sont satisfaits alors
on peut représenter le foncteur section I' par une structure fibrée généralisée 7w : E — M
(appelée un espace “étalé”) de telle fagcon que I'(U) devienne 1’ensemble des sections de
7t sur U. Mais & n’est plus nécessairement localement triviale comme doit 1’étre par
définition une fibration. La fibre E, de E en x est la limite inductive :

Ey = limycyeyATW), [(VC U)}
(ou Uy est le filtre des voisinages ouverts de x). E, est ’ensemble des germes sy des

sections en x. E est la somme des E,. Si s € ['(U), elle peut étre interprétée comme

I’application x € U — s, € E,. La topologie de E est alors définie comme la plus fine

rendant toutes ces sections continues.

Il faut se convaincre que le concept de faisceau n’est pas seulement technique et
formalise des propriétés d’essence — eidétiques, “synthétiques a priori” — de
I’intuition pure spatiale. Il est a priori adapté a toutes les situations ou
(1) le formatage spatial se ramene essentiellement a un passage de domaines locaux
a des domaines globaux par recollement, et
(i1))  les entités considérées proviennent d’opérations de remplissement (filling-in,
Erfiillung) de tels domaines spatiaux.

C’est le cas dans de trés nombreux domaines de la géométrie et de la physique
mathématique et c’est pourquoi ce concept y est devenu omniprésent. Mais tel est aussi
le cas de la perception. Le recollement y intervient de facon constitutive, et cela a un

double titre. D’abord parce que le champ visuel lui-méme est constitué par le
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recollement des champs récepteurs des cellules ganglionnaires 0. Ensuite parce que
I’espace global s’obtient par recollements de différents exemplaires du champ visuel
controlés kinesthésiquement (par les mouvements des yeux, de la téte et du corps).
Contrairement a ce qui se passe en géométrie différentielle classique, la notion de
recollement n’est pas imposée ici par la nécessité de prendre en compte des fibrations
non globalement triviales. Elle est imposée par le cablage de I’architecture (le hardware
neuronal).

Quant au remplissement, il correspond dans les aires rétinotopiques du cortex
visuel a des fibrations : le systeme s’obtient en “recollant” par des connexions latérales
cortico-corticales les “hypercolonnes” qui, au-dessus de chaque position rétinienne

implémentent la fibre appropriée (direction, couleur, texture, etc.) !1.

3. Généralisations

Il existe de nombreuses généralisations de cette situation de base. La plus
connue est celle des topologies de Grothendieck : les recouvrements ouverts y sont
définis en termes de “cribles” et le concept de faisceau est généralisé en celui de “site”.

Une autre généralisation est celle des “frames” et des “locales”. Les “frames”
sont des treillis possédant les propriétés des treillis d’ouverts &(X), autrement dit des
treillis distributifs complets possédant des infs (intersections) finis et des sups (unions)
quelconques. Les “locales” sont les objets de la catégorie duale. Dans le cas des espaces
topologiques la dualité consiste a associer a une application continue f: X —=Y
Papplication f* : &Y) = AX), VE XY) — (V) =f(V) € XX), l'image réciproque
£'(V) d'un ouvert V de Y étant un ouvert de X.

Les points sont alors définis comme des morphismes x: A — 2 = (1) (dans le
cas des espaces topologiques, si A = (X(X), les points correspondent a des vrais points
x: 1 —X). Soit Pt(A) I’ensemble des points x de A. Une topologie est définie sur P#(A)
par les sous-ensembles @(a)={x € Pt(A) | x(a)=1}. XPt(A)) est la meilleure

approximation possible du locale A par un locale “spatial”.

4. Pertinence du concept de topos

Nous nous sommes restreints au cas le plus élémentaire, celui de relations de
recouvrement de domaines spatiaux W par des qualités appartenant a un espace de
qualités G. Nous avons vu que ces relations sont géométriquement décrites par des

sections de fibrations appropriées.

10 Cf. par exemple Petitot [2003a].
I Cf. Ibid.
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Les faisceaux de sections prennent en charge I’aspect morphologique du
schématisme thomien de la prédication. Mais qu'en est-il de son aspect logique ? Nous
avons vu que le probléme est le suivant. Les jugements portant sur des situations de
recouvrement d’un domaine W par des qualités appartenant a un genre G ne font pas
intervenir dans leur forme syntaxique la localisation de ces qualités. Ils se situent au
niveau de G et non pas au niveau de W. La localisation reste implicite, c’est-a-dire
potentielle. Pour rendre compte de ce caractere potentiel, il faut donc considérer fout le
faisceau des sections I" des sections de la fibration w: W x G — W et le traiter en tant
que tel comme une unité syntaxique. Mais dans le méme temps, pour qu’un tel jugement
puisse étre vrai ou faux il faut — si I'on veut pouvoir appliquer la CNS de Thom —
qu’au niveau de la sémantique ’extension des objets considérés deviennent explicite,
autrement dit s’actualise.

La réponse naturelle a ces difficultés est de considérer les faisceaux comme des
types de variables dont les référents sont des sections particulieres. Or il se trouve que
cela est rendu techniquement possible par un lien profond entre la théorie des faisceaux
et la logique qui a été découvert par William Lawvere au début des années 70.

Tres brievement exposées, les idées directrices sont les suivantes. La catégorie
F des faisceaux sur un espace topologique M possede un certain nombre de propriétés
catégoriques fondamentales qui lui confére la structure de topos. Or celle-ci est
précisément la structure catégorique permettant d’interpréter un langage des prédicats
dans une catégorie d’objets. Selon Lawvere, cela permet de considérer F comme un
univers du discours dont les objets sont des entités variables dépendant d’une
localisation spatiale U. Cette dépendance spatiale
(1) est constitutive des valeurs de vérité et posseéde donc une pertinence sémantique,
mais
(ii))  elle n’est pas directement visible dans la syntaxe (qui ne concerne que les
faisceaux comme types logiques) et n’est donc pas syntaxiquement pertinente.

Or c’est exactement d’un tel formalisme dont nous avons besoin pour formaliser
la facon “indexicale” et “pragmatique” dont opere I’extension spatiale dans les

jugements perceptifs.

5. Eléments de théorie des topoi
Par définition, un topos F est d’abord une catégorie cartésienne fermée : il

possede des produits fibrés (des pull-backs), un objet terminal — classiquement noté

1 — et des objets exponentiels BA qui permettent d’internaliser les ensembles de
morphismes Homz(A, B). Le faisceau BA est défini de facon évidente en utilisant les

restrictions A|y et B|y aux ouverts : BA(U) = Hom#(A|y, B|y). 1l est appelé le “Hom

interne” ou encore le faisceau des germes de morphismes de A vers B.



Il est trivial de vérifier que le foncteur ()4 est adjoint a droite du foncteur
A x (*). Cela signifie que pour tout objet C de F il existe un isomorphisme fonctoriel
Hom#(C, BA) = Homp(A x C,B). Par exemple, pour C=1, on obtient
Hom#(1, BA) = Hom#(A, B). Mais un morphisme f: 1 — BA est comme un “élément”

de BA. En fait, si A est un faisceau, un morphisme s : 1 — A est une section globale de
A, c’est-a-dire un élément s € A(M).

L'isomorphisme Hom#(C, BA) = Hom#(A x C, B) est évident dans le topos des
ensembles : si f, est une famille d'applications f, : A — B alors elle est équivalente a
l'application f: A x C — B définie par f(a, c¢) = f.(a).

Si I’on consideére C = BA et Idga, I’adjonction a droite définit ce que I’on appelle
une co-unité €:Ax BA—B telle que pour chaque f:C—BA (et donc
Ixf:AxC—>AxBA) le morphisme associé h:AxC—B soit donné par
h=¢o(l xf). La co-unité généralise 1’application d’évaluation (x,f) — fix) de la
théorie des ensembles.

La catégorie F possede en outre un classificateur de sous-objets, c’est-a-dire un
monomorphisme 7rue: 1 — Q tel que tout sous-objet S d’un objet A (i.e. tout
monomorphisme m : § — A) soit reconstructible par pull-back a partir d’une “fonction
caractéristique” @g: A — Qde §:

—

1
| True
Q

D —

ey

Q est I’ensemble des “valeurs de vérit€” du topos F. Ce classificateur “internalise”

donc les sous-objets. Il en représente le foncteur. Dans la catégorie des ensembles Ens,
Q ={0, 1} correspond aux valeurs de vérité booléennes. C'est le fait que €2 puisse Etre
beaucoup plus compliqué qui fait l'inté€rét majeur de la théorie des topoi. Nous allons
voir que c'est ce qui permet dans notre cas de localiser la vérité conformément a 1'idée
de Thom.

A partir de ces constructions catégoriques, on peut définir d’autres constructions
et donner un sens aux concepts “ensemblistes” d’élément, de propriété et de partie.

1. Par exemple, un morphisme ¥ : A — Q est un “prédicat” de A, c’est-a-dire
une propriété de ses “éléments généralisés” a:B — A. On a Ha) ssi a
“appartient” au sous-objet § de A défini par O (ps=17), i.e. ssi
@soa=Truep avec Trueg : B = 1 — Q.

2. De méme, les parties de A (ses sous-objets) sont définies par P(A) = QA.
Dans la catégorie des ensembles Ens, Q = {0, 1} correspond aux valeurs de

vérité booléennes. Il en va tout autrement ici. Le faisceau Q est défini par
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Q) ={VCU} et True: 1 —Q par True(U):1— U € QU), i.e. par
I’é1ément maximal de Q(U). Cela signifie que :
(1) la vérité devient spatialement localisée,
(i1) “étre vrai sur U” signifie “€tre vrai partout sur U”.
Q(U) n’est pas une algebre de Boole (car le complémentaire d’un ouvert n’est pas un
ouvert mais un fermé). C’est une algebre de Heyting. Q2 est donc un faisceau d’algebres

de Heyting.

6. Topoi et logique
Le point fondamental est que I’on peut canoniquement associer a un topos F une

logique interne, c’est-a-dire :
@) un langage formel Ly appel€ son langage de Mitchell-Bénabou,

(1)  une sémantique de type forcing appelée sa sémantique de Kripke-Joyal.

Comme nous I’avons vu, 1’idée directrice est qu’un faisceau X € F peut étre
trait€¢ comme un fype pour des variables x qui seront interprétées comme des sections s
de X, s € X(U). On obtient donc a la fois une typification et une localisation spatiale
des variables et c'est exactement ce dont nous avons besoin pour relier la géométrie des
sections a une logique du jugement : la syntaxe des jugements porte sur les types et la
sémantique sur la localisation. La sémantique concerne donc (dans le cas qui nous
occupe ici) les conditions de vérité associ€ées aux phénomenes de recouvrement de
domaines spatiaux par des qualités. Ce qui est précisément la facon Thom définit la

vérité des jugements perceptifs.

6.1. Syntaxe
De facon générale, la structure de topos d’une catégorie F permet de construire

récursivement les termes o du langage Ly comme des morphismes entre faisceaux.

Le langage possede des types : 1, Q (type des formules ou valeurs de vérité), des
types de base, des types produits d’autres types I1X,, un type P(X) de parties pour
chaque type X, des variables typées x: X pour chaque type X et des symboles de

fonction f: A — B entre types. On définit alors récursivement les termes typés de facon

standard.

1. Il existe un terme unique * : 1 de type 1.

2. Sit:A2etf: A — Balors il existe un terme image f(t).

3. Si T, : A, alors il existe un terme produit T=< T, >: [T A, et réciproquement si

T : [1 A, on sait définir ses projections T; : A;.

12 .a notation T : A signifie que le terme T est de type A.
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4. Si @(a) : Q est une formule avec a: A alors il existe un terme « partie de A
satisfaisant ¢ » {a | @} : P(A).

5. Si 0, T : A alors on peut construire le terme o =7 : A.

6. Sio:Aett: P(A) alors on peut construire le terme o € T : Q.

L’interprétation dans un topos se fait alors de la fagon suivante.

%1 1 est interprété par 1’objet terminal 1. Si le terme o est de type A et est
construit a partir de variables libres x; de types respectifs X,, il est interprété par un
morphisme o : IT X, — A qui exprime sa structure. Le fait décisif est que la structure de
topos est précisément celle qui permet de définir toutes les structures logiques
nécessaires en prenant Q comme type pour les formules.

On définit par exemple les termes < o, T > (paire ordonnée), o = t (égalité),
foo (termes composés), ¢(0) (termes fonctionnels), o € T (appartenance), Axo (A-
termes), ainsi que les quantificateurs. Ces derniers sont les adjoints a droite et a gauche
des morphismes “image inverse” P(f) : P(B) — P(A) (ou P(A) = QA est le faisceau des
“parties” de A) canoniquement associ€s aux morphismes f : A—B.

Donnons quelques exemples.

l. Soient 6: X = A,t: Y — A deux termes de méme type A. Ils permettent de
définir le terme o = T de type €2 interprété par :
c=T1:Z=XxY > Ax A%

ou dy4 est la fonction caractéristique du sous-objet diagonal A: A — A x A. Clest la
diagonale qui traduit 1'égalité. En théorie des ensembles o et T correspondent a des
éléments a et b de A et la diagonale correspond aux paires (a, b) telles que a = b.
2. Des termes 0: X — Aett: Y — QA définissent de méme un terme 0 € T de
type €2 interprété par :

CET: Z=XxY —-Ax0*"5Q

ou e est le morphisme d’évaluation. En théorie des ensembles, o correspond a un

élément a de A et T a la fonction caractéristique d'un sous-ensemble de A.

6.2. Sémantique

Quant a la sémantique de Kripke-Joyal, c’est une sémantique de type forcing.
Elle repose sur des regles du type U IF ¢@(s) ou U est un ouvert de M, s une section de

X(U), x une variable de type X et @(x) une formule. Quant au langage (syntaxe) x est
une variable typifiée, mais quant a sa dénotation (sémantique) elle est une section s 1.e.
un remplissement qualitatif d'une extension spatiale. La relation de forcing IF signifie

que l'extension U localisant la vérité dans U valide ¢(s). Autrement dit, si x : X, si ¢(x)
est une formule et si s € X(U), alors U IF ¢(s) ssis € {x | p}(U).
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Les regles sémantiques naturelles pour les connecteurs logiques, 1’implication,
la négation et la quantification montrent que la logique interne d’un topos est en général
de nature intuitionniste. Elles sont données par :

1) U IF o(s) A W(s) ssi U Ik @(s) et U IF (s). Cette regle est classique et dit que
@(s) et Y(s) doivent Etre toutes deux globalement réalisées sur U.
(ii) U IF @(s) v y(s) ssi il existe un recouvrement ouvert U/= (U;)jcs de U tel que

pour tout i on ait U; IF @(s|y;) ou U; IF y(s|y;). Cette régle pour la disjonction est
intuitionniste. Elle dit que, localement sur U, au moins 1’'une des @(s) ou (s) doit étre
réalisée. Si V (resp. W) est I'union des Uj; for¢ant o(s|y;) (resp. y(s|y;)), alors
U=VUWavecVIFgpetWIk @.

(iii) U IF @(s) = y(s) ssi, pour tout VC U, V IF ¢(s|y) implique V IF y(s|y).

(iv) Uk = @(s) ssi il n’existe pas de VC U, V= tel que V IF ¢(s|y) (la négation
est intuitionniste car Q est une algébre de Heyting et non pas une algebre de Boole).

v) UlkF 3y o(s,y) (v étant de type Y) ssi il existe un recouvrement ouvert
U= (Ujje; de U et des sections f; € Y(U;) tels que pour tout iE/[ on ait

Ui Ik @(s|u;, Ba)-
(vi)  UIF Yy (s, y) ssipour tout VCE Uet B E Y(V)ona V IF ¢(s|y, B).

Les subtilités de cette forme de sémantique résultent du probléme suivant. Dans

un topos, on peut interpréter des expressions de type ensembliste comme :
{(xi)ie[ e [[Xile (xi)}

iel
définies par (al.)E{(xl.) | (;o(xl.)}(U ) ssi U IF @(a;). Mais on doit s’assurer que de telles

expressions définissent des sous-faisceaux. Pour cela, il faut “faisceautiser” les sous-

foncteurs intervenant dans de telles constructions.

VL LA STRUCTURE DES JUGEMENTS PERCEPTIFS: COMBLER LE HIATUS

MORPHOLOGIQUE / LOGIQUE

Revenons a notre probléme thomien-husserlien des liens entre la présentation
perceptive <S§, p> et la représentation prédicative “S est p”. Soit M 1’espace et C la
fibration (triviale) de base M et de fibre ’espace G des couleurs. Le genre qualitatif G
est catégorisé en espéces C1, Cy, ..., C,. Soit & le faisceau des sections de C. Aux
différentes catégories (au sens banal, non mathématique) C;, correspondent des sous-
faisceaux & de &

Soit § un symbole dénotant un individu. S est un index qui, dans chaque monde
possible M, sélectionne son extension Wg € M) et, pour tout genre pertinent de
qualité G, une section gs € EWs). Cela signifie que, relativement a G, S s’interpréte

comme un morphisme gg: Wg — &, c’est-a-dire comme un point de & a valeurs dans
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Ws. Soit alors p la catégorie C; considérée et p le sous-faisceau du faisceau & qui lui
est associ€. On peut retraduire 1’interprétation thomienne (ante-prédicative, pré-
Jjudicative) du jugement “S est p” en disant :

“Sest p” est vrai ssi gg € p(Wy).
Le sous-objet p de & correspond a un prédicat sur %, c’est-a-dire & un morphisme
@, : Q. @, associe a toute section g de Z(U) I’ouvert maximal V de U sur lequel g
est a valeurs dans p. On a alors :

“S est p” est vrai ssi @,(gs) = True.

On retrouve ainsi I’interprétation ensembliste-prédicative (tarskienne) standard :

“Sest p” est vrai ssi p(S) = True,
mais en ayant tenu compte de [’extension spatiale de [’entité S considérée pour

localiser la vérité.

VII. LE PROBLEME DES BORDS D’OBJETS

Nous avons signalé plus haut la difficulté concernant le fait que I’extension des
objets percus est en général fermée dans la mesure ou les objets sont limités par des
bords. Qui plus est, on sait depuis Brentano que les bords ont un statut quelque peu
paradoxal. Il y a plusieurs fagons de prendre en compte cette difficulté. Nous en

évoquerons deux pour conclure.

1. Les co-algeébres de Heyting

Une premicre idée, due a Lawvere, est d’utiliser des co-algebres de Heyting.
Dans une algebre de Heyting d’ouverts, la négation —=U de U est 'intérieur de son
fermé complémentaire, c’est-a-dire le plus grand ouvert V tel que UNV=Q.
Dualement, dans une co-algebre de Heyting de fermés, la négation —F de F est la
fermeture de son ouvert complémentaire, c’est-a-dire le plus petit fermé H tel que
FUH=1. On a évidemment -(FNH)=-FU-H, mais seulement
~-(FUH)C -FN -G.

On définit alors le bord 0F de F comme I’intersection F' N = F = dF. dF est donc
défini en termes de contradiction logique.

L’opérateur bord satisfait la régle de Leibniz :

dFNH)=OF NH)U(FNJdH).

Les bords B sont caractérisés par 0B = B c’est-a-dire par =B =1 ou =—=B = 0. De facon
générale, la double négation ——F C F (la fermeture de son intérieur) est le noyau

régulier (le “regular core”) de F. On a bien stir F'= (=—F) U dF.

2. Les fibrations stratifiées
Une autre facon d’introduire les bords dans le formalisme toposique est, de

facon tres générale, de tenir compte du fait que les remplissements intuitifs d’extensions
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par des qualités sont segmentés par des discontinuités qualitatives K.13 Les sections de
fibration g exprimant ces remplissements sont discontinues le long de K. Par ailleurs il
est justifié de faire I’hypothése que K est un ensemble fini de morceaux de courbes
régulicres C; s’arr€tant en des points d’arrét A; et se connectant a travers des points
multiples T} (génériquement des points triples) comme des jonctions en T. En effet les
meilleurs modeles de segmentation dont on dispose (en particulier le modele
variationnel dit de Mumford-Shah) semblent posséder cette propriété (la conjecture est
presque démontrée).

Cela signifie que K stratifie M. Les strates de dimension 2 sont les composantes

connexes du complémentaire de K. Elles sont ouvertes. Ce sont les régions homogenes
de remplissement qualitatif. Les strates de dimension 1 sont les morceaux de courbes C;

et les strates de dimension O les points singuliers isol€s Aj et Ty .

On peut alors reprendre le formalisme faisceautique du recollement de sections
locales mais
1) en considérant des ouverts stratifiés (U, Ky) et en imposant des regles de
compatibilité dimensionnelle pour le recollement des strates, et
(i)  en permettant aux sections d’€tre discontinues le long des strates singulieres de
Ky.

Qui plus est, pour que le formalisme proposé soit plausible, il faudrait également
étendre les formulations “faisceautiques” et “toposiques” aux cas ou les fibres des
fibrations considérées sont catégorisées (au sens cognitif). La catégorisation cognitive
pose elle aussi un probleme fondamental pour lequel il existe des modeles

morphodynamiques.

CONCLUSION

Nous pensons que 1’approche proposée ici constitue le formalisme de
complexité minimale permettant, et uniquement dans le cas des propositions les plus
triviales, de faire explicitement le lien entre perception et prédication en partant des
conditions de vérité définies par René Thom. Ces développements formels prouvent
qu’il est possible d’articuler le schématisme morphologique sur une sémantique
formelle de nature indexicale (donc en fait plus pragmatique que proprement
sémantique). Dans une telle approche, il apparait que 1’espace fonctionne bien comme

une modalité dans la mesure ou la sémantique des situations ou les variables sont a la

13 La segmentation est un probleme fondamental posé par Husserl a la suite de Stumpf
(le fondateur de la Gestalttheorie). Il a connu ces derni€res années un

approfondissement considérable. Cf. Petitot [2003b].
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fois typifiées et localisées est une sémantique modale a la Kripke. Cela permet de
réinterpréter le caractere “synthétique a priori” de 1’espace.

On voit a quel point les approches cognitives obligent a reproblématiser ce qui
avait été trivialisé par 1’analytique logique classique. Si on ajoute a cela les probleémes
d’implémentation neuronale, on voit que les conditions d’application et de vérité du
plus simple des jugements perceptifs se situe a un niveau de profondeur sans aucune
mesure avec la tautologie tarskienne et que “le hiatus entre le logique et le
morphologique” que René Thom considérait comme “infranchissable” n'est peut-€tre

pas vraiment infranchissable mais est certainement trés dur a franchir.
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