Mise a jour en 2011 du chapitre IV de Physique du Sens, Editions du
CNRS, Paris, 1992.

Eléments de théorie des singularités

(D’aprés Thom, Mather, Malgrange, Arnold, Zeeman et Boardman,

Chenciner, Golubitsky, Guillemin, Milnor, Poénaru, Porteous, Ruelle,

Sard, Siersma, Tougeron, Wall)

Jean Petitot*

Table des Matiéeres

1

Singularités, bifurcations et modeles morphodynamiques

1.1 Le contenu général des modeles morphodynamiques . . . . . . .
1.2 Les spécifications mathématiques du modele général . . . . . . .
1.2.1 Premiere spécification : le concept de stabilité structurelle

1.2.2  Deuxieme spécification : la théorie des systemes dy-

NAMIqUES . . . . v v v e e
1.2.3 Troisieme spécification : la théorie des singularités . . . .

Généralités sur les singularités

2.1 Le concept de variété différentiable . . . . . . . ... ... ...
2.2 Vecteurs tangents et fibré tangent . . . . . . .. ... L.
2.3 Applications linéaires tangentes et jacobiens . . . . . ... . ..
2.4 Jets et développements de Taylor . . . . . ... ... ... ...

2.5 Stabilité structurelle, équivalence différentiable et détermination

finie . . ..
2.6 Localisation et germes . . . . . . . .. ..
2.7 Topologie de Whitney . . . . .. ... ... oL

Trivialité locale et théoréme des fonctions implicites
Le théoréme de Sard

Les théorémes de transversalité de Thom

5.1 Le théoreme général de transversalité . . . . . . .. ... .. ..

8

29

31
32

*Ecole des Hautes Etudes en Sciences Sociales (EHESS) et CREA (Ecole Polytechnique),
Paris, France.

e-mail : petitot@poly.polytechnique.fr
URL : http://jean.petitot.pagesperso-orange.fr/


jeanold
Zone de texte 
Mise à jour en 2011 du chapitre IV de Physique du Sens, Editions du CNRS, Paris, 1992. 


5.2 Les théoremes d'immersion et de plongement de Whitney . . . . 36

5.3 Lathéoriede Morse. . . . . . . . . . . .. ... .. .. ..., 37
Les divers types de stabilité 41
6.1 La stabilité infinitésimale . . . . . . . . . . .. ... ... .. .. 41
6.2 La stabilité infinitésimale locale . . . . . . . . . . .. ... ... 46
6.3 La stabilité par déformations . . . . . . . . ... ... ... ... 46
6.4 La stabilité transversale . . . . . . . . . . ... ... ... ... 47

L’équivalence des diverses stabilités et le théoreme de Thom-

Mather 48
7.1 Etapesdelapreuve . . . . . ... ... L 48
7.2 Finitude de la stabilité infinitésimale locale . . . . . . . . . . .. 49
7.3 Caractérisation de la stabilité infinitésimale . . . . . . . . . .. 50
7.4 Ouverture de la stabilité infinitésimale locale . . . . . . . . . .. 50
7.5 Ouverture de la stabilité infinitésimale . . . . . . ... ... .. 51
7.6 Stabilité homotopique et stabilité structurelle . . . . . .. . .. 52
7.7 Le critere de trivialité de Thom-Levine . . . . . . . . . ... .. 52
7.8 La stabilité homotopique implique la stabilité infinitésimale . . . 54

7.9 La stabilité infinitésimale implique la stabilité par déformations 54
7.10 Panorama conceptuel de la preuve du théoreme de Thom-Mather 56

7.11 Le théoreme de préparation différentiable . . . . . . . . . . . .. 59
7.11.1 Le théoreme et le lemme de Nakayama . . . . . ... .. 29
7.11.2 Le cas des submersions . . . . . . .. ... ... ..... 60
7.11.3 Le théoreme de division . . . .. ... ... ... .... 62
7114 Lecasgénéral . . . . .. .. .. ..o 63
7.11.5 L’interprétation de René Thom . . . ... ... ... .. 63

7.12 L’intérét de la stabilité transversale . . . . . . ... .. .. ... 64

La stratification des espaces de jets et la théorie de Thom-

Boardman 67

8.1 La structure des espaces de jets J*(m,n) . . . . ... ... ... 67

8.1.1 La stratification de J¥(m,n) . . . . . ... ... ... .. 67

812 LecasdeJ' . .. .. ... ... ... ... ... .. 68

8.1.3 Le cas de J? pour les fonctions . . . . ... ... .... 68

814 Lecasgénéralde J* . . .. .. ... ... ... ..... 69

8.2 Le théoreme de Whitney : pliset cusps . . . . . .. .. ... .. 71

8.3 La construction des S; et les travaux de Boardman . . . . . . . 74
8.3.1 L’espace J*°(M, N) des jets d’ordre infini et le fibré tan-

gent D . . oL 74

8.3.2 Les fonctions différentiables sur J*(M,N) . . . . . . .. 75

8.3.3 Rangetcorang . . ... . ... ... ... .. ... 76

8.3.4 [Extensions jacobiennes . . . . . . ... .. ... ... .. 77



8.3.5 Exemples simples . . . . . . ... ... .. ... .....
8.3.6 Les théoremes de structure . . . . . . .. .. ... .. ..
8.3.7 La stratification de 'espace source . . . . . . .. .. ..

9 Codimension et détermination

9.1
9.2
9.3
9.4
9.5

9.6

Le probleme général . . . . . . .. ..o
L’anneau local de fena . . . . . ... ... ... ... .....
Equivalences, détermination et codimension . . . . . . ... ..
Le théoreme fondamental de finitude . . . . . .. . . ... ...
L’anneau local des applications stables . . . . . . ... ... ..
Détermination des applications stables . . . . . . . . ..
9.5.2 Leroledel’anneaulocal . . .. ... ... ........
Classification des germes stables . . . . . . . . . ... ... ...

10 La classification des singularités de codimension < 5
10.1 Précisions sur la codimension et la détermination . . . . . . ..
10.2 Le théoréme de classification . . . . . . . . . . . . ... ... ..

10.2.1 Corang 1
10.2.2 Corang 2
L’ombilic hyperbolique. . . . . . . . ... ... ... ...
L’ombilic elliptique. . . . . . . . ... ... ... ...
L’ombilic parabolique. . . . . . .. .. ... ... ....
Les singularités exceptionnelles Eg, E- Eg. . . . . . . ..

10.3 Le probleme des modules . . . . . . ... .. ... ... .. ...

10.4 La classification topologique et le lemme d’isotopie de Thom .

11 Les déploiements universels

12 La géométrie des catastrophes élémentaires
12.1 Du concept a la géométrie . . . . . . .. ...
12.2 Linéarisation des catastrophes . . . . . . . . ... .. ... ...

12.2.1 Le cadre général . . . . . . . . . .. ... ... ... ...
12.2.2 Les principaux exemples . . . . . . ... ... ... ...
Les cuspoides Ax_1. . . . . . . . ..o
L’ombilic hyperbolique D}. . . . .. .. ... .. ....
L’ombilic elliptique D,. . . . . ... ... ... ... ..
L’ombilic parabolique Dgs. . . . . . . . . ... ... ...

12.3 La géométrie des cuspoides . . . . . . . . .. ...

12.3.1 Le cusp
12.3.2 La queue d’aronde . . . . . .. ... ...
12.3.3 Le papillon . . . . .. ... ...

13 La dialectique local/global dans les déploiements

81
82
83
85
88
91
91
92
96

96

97
101
102
102
104
104
104
106
106

. 108

112

116
116
119
119
122
122
124
128
128
132
132
137
146

154



Bibliographie 165



Introduction

Régulierement, des collegues et des étudiants me demandent ot ils pourraient
trouver une introduction a la théorie des singularités. Il est difficile de leur
répondre car il n’existe que des textes pour mathématiciens qui sont trop tech-
niques ou des textes pour non mathématiciens qui sont trop élémentaires. C’est
pourquoi il m’a paru utile de rendre a nouveau disponible une introduction a la
théorie de Thom-Mather que j’ai rédigée a la fin des années 70 et dont une ver-
sion réduite a été publiée en 1992 aux Presses du CNRS dans Physique du Sens,
ouvrage depuis longtemps épuisé. Cette introduction concerne les fondements
de la théorie, des travaux pionniers de Hassler Whitney jusqu’aux théoremes
fondamentaux de classification des singularités dites simples, et elle est centrée
sur les résultats de René Thom, Bernard Malgrange, John Mather, Vladimir
Arnold et Christopher Zeeman dont elle constitue une compilation. Le lecteur
y rencontrera aussi les travaux d’autres grands mathématiciens comme Board-
man, Golubitsky, Guillemin, Milnor, Poénaru, Porteous, Ruelle, Sard, Siersma,
Tougeron ou Wall.

Le but de cette synthese est de montrer comment, a travers une chaine
de théoremes fondamentaux, difficiles et techniques, un modele tres général
fondé sur quelques principes et concepts tres abstraits peut se spécialiser en
un résultat de classification exhaustif, précis et contraint des réalisations de ce
modele. Cette extraordinaire ‘réduction de 'arbitraire” (pour parler comme
René Thom) faisant apparaitre de la nécessité dans une classe de structures
possibles est, selon nous, constitutive du role des mathématiques dans les sci-
ences. Le théoreme de classification des singularités simples fait partie des
grands résultats de classification qui dominent 'histoire des mathématiques
depuis I'antique classification des solides platoniciens (i.e., en langage mod-
erne, des sous groupes finis du groupe SO (3) des rotations directes de R?).

J’aimerais remercier deux camarades qui, depuis cette époque lointaine,
sont devenus d’éminents spécialistes de théorie des singularités et sont restés
d’excellents amis : Alain Chenciner (a qui l'on doit le magnifique article
sur les singularités dans I’ Encyclopedia Universalis) et Bernard Teissier (I'un
des maitres des liens entre géométrie algébrique et géométrie différentielle en
matiere de singularités).

1 Singularités, bifurcations et modeles morphodynami-
ques

Nous allons aborder la théorie des singularités en considérant, comme René
Thom I’a souvent fait, les ressources mathématiques qu’elle fournit pour I’élabo-
ration de modeles dynamiques de morphologies naturelles, modeles que nous
appellons morphodynamiques. Nous commengons donc par exposer le modele
morphodynamique général puis ses différentes spécifications mathématiques.
C’est la troisieme spécification qui introduira la théorie des singularités de



facon naturelle.

1.1 Le contenu général des modeles morphodynamiques

Le modele morphodynamique général peut étre introduit de facon naturelle
dans le cadre d’une théorie des systemes controlés.

Soit S un systeme quelconque con¢u comme une “boite noire”. Supposons
que les hypotheses suivantes, toutes tres générales, soient satisfaites.

(i) A l'intérieur de la boite noire, il existe un processus interne (en général
inobservable) X qui définit les états internes que le systéme S est sus-
ceptible d’occuper de fagon stable. Pour des raisons de simplicité, on
peut supposer que ceux-ci sont en nombre fini.

(ii) Le processus interne X définit globalement 1’ensemble des états internes
de S. Cette hypothese est essentielle. Elle signifie que les états in-
ternes sont en compétition et donc que le choix de I'un d’eux comme
état actuel virtualise les autres. Autrement dit, ces états n’existent pas
en tant qu’entités isolées. Ils s’entredéterminent a travers des rapports
de détermination réciproque, les états virtualisés par le choix de 'état
actuel constituant autant d’alternatives possibles a ce dernier.

(iii) Il existe une instance de sélection I qui, sur la base de certains criteres
(spécifiques du systeme et pouvant varier notablement) sélectionne 1’état
actuel parmi les états internes possibles.

(iv) Enfin, autre hypothese essentielle, le systeme S est controlé par un cer-
tain nombre de parametres de controle, parametres variant dans un es-
pace W que, pour l'opposer au processus interne X, on appelle 1’espace
externe (ou espace de controle ou encore espace “substrat”) de S. On
suppose de plus que, en un sens intuitif non encore spécifié mathématique-
ment, le controle est “continu”. Cela signifie que le processus interne
X est un processus X,, qui dépend de la valeur w du controle, varie
continument lorsque w varie continument dans W et, en se déformant,
déforme la structure des états internes ainsi que leurs relations de détermi-
nation réciproque.

Soit alors X “I’espace” (qui sera en général mathématiquement un espace
fonctionnel) des processus internes X possibles. Si les hypotheses ci-dessus sont
vérifiées, le systeme S sera décrit d’abord par le champ (continu) o : W — X
associant a w € W le processus X,, et ensuite par l'instance de sélection
I. Nous considérons donc des situations S = (W, X, 0,I). Les phénomenes
thermodynamiques de transitions de phases en offrent des exemples physiques
typiques.

Dans le cas d’une transition de phase du premier ordre, le systeme S est le
systeme thermodynamique considéré (par exemple un volume d’eau), les états

6



internes sont les phases thermodynamiques (solide, liquide, gaz), I'instance de
sélection I est le principe de minimisation de 1’énergie libre et les parametres
de controle W sont, par exemple, la pression et la température. Quant au pro-
cessus interne X, tres complexe, il est celui de la dynamique moléculaire. Or
I'expérience la plus commune (faire bouillir ou geler de I'eau) indique que de
tels systemes subissent, lorsque les parametres de controle traversent certaines
valeurs particulieres dites valeurs critiques (par exemple lorsque la température
T traverse la valeur 100° sous la pression atmosphérique normale), des discon-
tinuités de leurs qualités observables et donc des transformations brusques
d’état interne. Les valeurs critiques constituent un sous-ensemble K de W,
dit diagramme de phase. K partitionne W en domaines correspondant aux
diverses phases que peut présenter S. Autrement dit, il le “catégorise” et y
“externalise” sous la forme d'un systeme de discontinuités, de frontieres et de
seuils, la compétition (la détermination réciproque) des états internes. Il s’agit
la d’'une possibilité générale qui est une conséquence directe des hypotheses (i)-
(iv) et n’a donc rien de spécifiquement thermodynamique.

Comment se manifeste en effet phénoménologiquement un systeme de type
S = (W,X,0,I)? Phénoménologiquement parlant, 'apparaitre du systeme est
déterminé par les qualités observables ¢' ... q" qu’il manifeste lorsqu’il occupe
un certain état interne. Autrement dit, le processus interne X,, “s’extériorise”
en qualités sensibles observables ¢’,. Lorsque le controle w varie contintiment,
la dynamique interne X, varie contintiment (hypothese (iv)), et donc les
qualités ¢’ aussi sauf si I'instance de sélection I fait changer le systeme S
d’état interne. Mais, phénoménologiquement parlant, une variation continue
n’est qu'un affaiblissement de 'invariance. Qualitativement, c¢’est une invari-
ance. Elle n’est donc pas significative (de 'eau plus ou moins chaude reste
de I'eau, cette variation continue de degré étant d’un tout autre type que ces
variations discontinues que sont les transitions de phases). Appelons alors avec
René Thom point régulier de W une valeur w du controle telle que les qualités
observables ¢’ varient contintiment — et restent donc qualitativement invari-
antes, c’est-a-dire stables — dans tout un voisinage U de w. Cela présuppose
évidemment que ’on ait défini la notion de voisinage sur W, i.e. une topologie.
Les points réguliers constituent par définition un ouvert Ry, de W, ouvert
de stabilité des qualités. Soit maintenant Ky le fermé complémentaire de Ry,
dans W. Par définition, les points de Ky, sont les valeurs w du controle telles
que au moins une qualité observable ¢’ traverse une discontinuité. Ce sont
des valeurs critiques a la traversée desquelles le systeme S devient le support
d’un phénomene critique. On les appelle aussi des valeurs “catastrophiques”, le
fermé Ky s’appelant “I’ensemble de catastrophes” de S. On appelle également
les Ky des morphologies externes.

Comme René Thom y a souvent insisté, ce concept de morphologie est
purement phénoménologique. Mais il est intimement solidaire du concept
mathématique de transition ou de bifurcation d’état interne. Car quelle peut



étre la cause efficiente des discontinuités qualitatives observées? Supposons
que le controle w parcourt un chemin + dans W. Soit A,, I’état interne actuel
initial sélectionné par I. Au cours de la déformation de X, le long de v —
et donc, d’apres '’hypothese (iv), de la structure de A, et des relations de
détermination réciproque qu’il entretient avec les états virtuels B,,, C,, etc.
suivant ’hypothese (ii) — il peut fort bien se produire que, a la traversée d'une
valeur particuliere, critique précisément, A, ne satisfasse plus aux criteres de
sélection imposés par I d’apres I'hypothese (iii). Le systeme bifurque donc
spontanément de A, vers un autre état actuel (jusque la virtuel) B,. Cette
transition catastrophique d’état interne se manifeste par une discontinuité de
certaines des qualités observables ¢’ . Autrement dit, c’est la déstabilisation,
relativement a l'instance I, des états internes actuels sous la variation du
controle qui induit dans l'espace externe W un ensemble de discontinuités
qualitatives Ky. Nous rencontrons la une dialectique interne/externe consti-
tutive du modele général, une dialectique de I'expression des conflits internes
par les morphologies externes.

Dans les cas simples, ’ensemble Ky, constituera un systeme d’interfaces,
analogue a un diagramme de phases, partitionnant ’espace externe W en do-
maines dont chacun correspondra a la zone de W ou domine 'un des états
internes. Les systemes S = (W, X, o, I) partitionnent donc naturellement leurs
espaces externes. Ce sont des modeles d’émergence du discontinu par variation
continue.

1.2 Les spécifications mathématiques du modele général
1.2.1 Premieére spécification : le concept de stabilité structurelle

Donnons maintenant un apercu de la fagon dont le contenu général du modele
peut étre naturellement mathématisé et devenir ainsi la source d'un univers
tres diversifié de modeles.

La premiere spécification consiste d’abord a supposer que, eu égard a leur
nature, les processus internes X, constituent un espace X muni d’une topologie
7T “naturelle” (i.e. significative pour le type de processus étudié). Cela signifie
que l'on sait dire quand deux processus internes X et Y sont voisins et donc
que l'on sait définir rigoureusement la continuité du champ o : W — X. En
se déplacant dans 'espace X on peut alors déformer ses éléments X.

La spécification consiste ensuite a supposer que 'on sait définir le type
qualitatif des processus X. Le type qualitatif est une relation d’équivalence —
qui est en général définie par l'action d’'un groupe G sur X — et donc un
affaiblissement de la relation d’identité. C’est une identité faible. Soit X
la classe d’équivalence de X pour le type qualitatif (i.e. 'orbite de X sous
laction de GG). On cherchera a caractériser ce qui demeure invariant lorsque
X varie dans X (i.e. varie & type qualitatif constant) par une information
discrete, par exemple par les valeurs d’'un nombre fini d’invariants 71,..., 7.



Au niveau des invariants — c’est-a-dire a un niveau “grossier”, qualitatif — la
variation dans une classe d’équivalence X se réduit a l'identité. Il n’y a donc
de variation qualitative que lorsqu’une déformation dans X fait changer de
classe d’équivalence. La variation se manifeste alors par une discontinuité de
la valeur de certains invariants et I’on retrouve la “bonne” situation du modele
général.

La partition de X en classes d’équivalence suivant le type qualitatif est une
classification des ¢léments X € X . Si l'on considere I'espace X' comme un
“genre” d’entités, alors les classes X, Y, etc. constituent autant “d’especes”.
Le modele général débouche ainsi sur la reprise originale d’une problématique
trés ancienne, celle de la logique genre/espece ou générique/spécial. Les élé-
ments X dune classe C' (si X € C alors C' = X) sont autant de spécialisations
(de “tokens”) d’un “type générique” associé a C.

L’idée de base est alors d’étudier les rapports entre cette logique classifica-
toire et la topologie 7. Par rapport a un point de vue standard qui consisterait
a étudier, pour chaque systeme concret de type S = (W, X, 0, 1), les proces-
sus internes X comme des entités isolées, on introduit un double déplacement
de point de vue. D’abord, on considere comme objet d’étude non seulement
les processus X mais également les familles paramétrées (X )wew, et cela en
se focalisant sur la géométrie des ensembles catastrophiques Ky induits dans
les espaces externes W par la déstabilisation des états internes définis par les
X,,. Ensuite, et surtout, on considere ces familles comme I'image de champs
o: W — X “plongeant” I'espace externe W (qui, en général, sera un morceau
d’espace standard R™) dans I'espace généralisé X. Cela permet de réinterpréter
la dialectique de ’expression des conflits internes par les morphologies externes
a partir de la dialectique entre variation et invariance.

En effet, des que I'on dispose sur un espace X d’une topologie 7 et d’une
relation d’équivalence définissant le type qualitatif, on peut définir de fagon
naturelle une notion de stabilité structurelle.

Définition. — Soit X € X. On dit que X est structurellement stable si tout
Y assez voisin de X au sens de la topologie T est équivalent a X.

X est donc structurellement stable si son type qualitatif “résiste” aux pe-
tites perturbations, ou encore si la classe d’équivalence X est ouverte (au sens
de 7) en X.

Soit alors Ky le sous-ensemble fermé de X constitué des X € X struc-
turellement instables. Ky est une sorte d’ensemble catastrophique intrinseque,
canoniquement associé a l’espace fonctionnel X et au genre d’entités qu’il
unifie. C’est une morphologie discriminante qui le catégorise et classifie les
types qualitatifs de ses éléments structurellement stables. Autrement dit, Ky
géométrise la classification interne a X'.

Soit alors W % X le champ caractéristique d’un systeme S = (W, X, 0, I).
Soit K, = o '(Kx Na(W)) la trace de Ky sur W par image inverse de
o. L’hypothese de la modélisation est que I'ensemble catastrophique Ky, de



S est déductible de Kj, a partir de Iinstance de sélection I. Elle signifie
qu'une valeur w du controle appartient a Ky, (i.e. est une valeur critique) si
et seulement si la situation en w est corrélée de la facon imposée par I a une
situation appartenant a K7,

C’est par conséquent l'analyse (a la fois locale et globale) des ensembles
catastrophiques “intrinseques” Ky qui est au centre de la théorie. Si ’on in-
troduit de plus 'hypothese — évidente a prior: — qu’un champ ¢ ne peut exister
concretement que s’il est structurellement stable, 'on est conduit a constater
qu'une telle contrainte borne drastiquement la complexité susceptible d’étre
présentée par les K7;,. Dans les bons cas, on peut méme accéder a une classifi-
cation des structures locales des K7;, et donc des morphologies externes locales.
La théorie fait ainsi apparaitre des contraintes purement mathématiques con-
traignant le domaine des phénomenes morphologiques.

1.2.2 Deuxieme spécification : la théorie des systemes dynamiques

La spécification mathématique majeure du modele général consiste a postuler
que le processus interne X est un systéme dynamique différentiable sur un
espace M de parametres internes caractéristiques du systeme S considéré. On
appelle M 1’espace interne.

Dit tres brievement, le concept mathématique de systeme dynamique mathé-
matise celui d’évolution temporelle déterministe d’un systeme a un nombre
fini de degrés de liberté. On suppose donc que chaque état instantané! de
S est descriptible par les valeurs d’'un nombre fini de parameétres x1, ..., Z,,
autrement dit par un point parcourant une variété différentiable? M. Par ex-
emple, en mécanique classique, un état instantané d’un systeme de N points
matériels est décrit par 6N coordonnées : les coordonnées spatiales de chaque
point (3N coordonnées) et les composantes de la vitesse de chaque point (3N
coordonnées).?

Un systeme dynamique X sur M consiste d’abord a associer a chaque point
x de M un vecteur tangent (un vecteur “vitesse”) X (x) a M en x, vecteur vari-
ant différentiablement avec x. X est donc un champ de vecteurs différentiable
sur M, autrement dit, en termes des coordonnées locales x1, . . ., x,,, un systeme
d’équations différentielles ordinaires :

dz i
dt

= fi(xla . ,l'm)

499

1 ne faut pas confondre “état instantané” et “état interne”. Cf. plus bas.

2Une variété différentiable M de dimension m est un espace localement identique & R™ o1
Pon peut transporter toutes les notions (qui sont des notions locales) du calcul différentiel
dans R™ et les globaliser par recollement. Pour plus de précisions, cf. plus bas. Cf.
également Petitot [31] et [32].

3L espace de représentation des états instantanés M (dit en mécanique espace de phases)
n’est pas toujours un espace standard R™. Certaines coordonnées peuvent par exemple étre
angulaires et décrire des cercles.
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ol les composantes du champ f; sont des fonctions différentiables des z; et ol
t est le parametre temporel.

Etant donné un tel champ, I'intégrer consiste a trouver dans M des courbes
différentiables paramétrées par le temps t, i.e. des applications différentiables

v:R — M
t—y(t) = (z1(t), ..., xn(t))
d dy(t
qui admettent en chaque point pour vecteur vitesse d—f = % le vecteur du

champ X (z) = X (y(t)).
On dit que le champ est un systeme dynamique si :

(i) on peut intégrer les trajectoires sur un temps infini (i.e. siles trajectoires
ne font pas “sortir” de M);

(ii) par tout point il ne passe qu'une et une seule trajectoire (principe de
déterminisme : la condition initiale z(0) au temps ¢ = 0 détermine uni-
voquement 1’évolution future x(t) pour ¢ > 0 et I’évolution passée z(t)
pour t < 0);

(iii) les trajectoires varient différentiablement en fonction des conditions ini-
tiales.

Soit alors ¢, : M — M l’application qui associe a tout x de M le point
au temps t de la trajectoire issue de x au temps t = 0. Il est facile de voir
que ¢, est un difféomorphisme de M (autrement dit un automorphisme de
sa structure de variété différentiable) et que I'application ¢ : R — Diff M,
t — ¢, du groupe additif de R dans le groupe des difféomorphismes de M
est un morphisme de groupe (i.e. ¢, = Identité de M, ¢, ., = ¢, o ¢, et
0, = (p,)71). L’application ¢ s’appelle le flot du systéme dynamique X.
C’est la version intégrale du champ de vecteurs X.

Pour définir les états internes des modeles S = (W, X, g, ) ou les processus
internes X,, sont des systemes dynamiques, 1'idée de base est d’introduire
une différence entre dynamique rapide et dynamique lente, c’est-a-dire entre
deux échelles de temps, l'une interne rapide, l'autre externe lente. Comme I’a
expliqué René Thom,

“L’idée philosophique essentielle sous-jacente a la théorie des catas-
trophes est que tout phénomene, toute forme spatio-temporelle doit
son origine a une distinction qualitative des modes d’action du
temps dans les choses. Toute distinction d’apparence qualitative
dans un espace W (le substrat), peut étre attribuée a deux modes
d’action du temps : un mode “rapide” qui crée dans un espace in-
terne des “attracteurs” qui spécifient la qualité phénoménologique
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locale du substrat; et un mode “lent” agissant dans 1’espace sub-
» 4

strat W lui-méme”.

Autrement dit, on suppose — condition dite “d’adiabaticité” — que la dy-
namique interne d’évolution des états instantanés est “infiniment” rapide par
rapport aux dynamiques externes d’évolution dans les espaces externes W.
Seuls comptent donc les états asymptotiques (pour ¢ — +o00) définis par les
X, t.e. les régimes limites. Or 'analyse de ces états asymptotiques s’est
révélée étre d'une difficulté inattendue et redoutable. En effet, la complexité
d’un systeme dynamique est en général prodigieuse.

D’abord le déterminisme idéal qu’est le déterminisme mathématique n’impli-
que en rien un déterminisme au sens concret du terme (le déterminisme comme
prédictibilité).> Concrétement, une condition initiale ne peut en effet étre
définie qu’approximativement. Elle n’est pas représentée par un point x, de
M mais par un petit domaine U “épaississant” xy. Pour que le déterminisme
soit concret, il faut donc que les trajectoires issues de U forment un petit tube
“épaississant” la trajectoire v issue de xy. Techniquement parlant, cela signifie
que la trajectoire v est stable relativement a de petites perturbations de sa
condition initiale.

Un systeme dynamique concretement déterministe est donc un systeme
dynamique (par définition idéalement déterministe) dont les trajectoires sont
stables. Mais cela n’a aucune raison d’étre le cas en général. Il existe méme
des systemes dynamiques (par exemple les systemes de géodésiques sur les
variétés riemanniennes de courbure négative) qui présentent la propriété que
toutes leurs trajectoires sont instables, et qui présentent qui plus est cette
propriété de fagon structurellement stable. Ainsi que I’a noté Vladimir Arnold
dans les années 1970,

“I’éventualité de systemes structurellement stables & mouvements
compliqués dont chacun est exponentiellement instable en soi est a
mettre au rang des plus importantes découvertes faites ces dernieres
années en théorie des équations différentielles. (...) Jadis on sup-
posait que dans les systemes d’équations différentielles génériques
ne pouvaient exister que des régimes limites stables simples : des
positions d’équilibre et des cycles. Si le systeme était plus com-
pliqué (conservatif par exemple), on admettait que sous l'effet d'une
faible modification des équations (par exemple si l’on tenait compte
des petites perturbations non conservatives) les mouvements com-
pliqués se “décomposaient” en mouvements simples. Maintenant

4Thom [53].

°Cf. par exemple Ruelle [38].

6Cette stabilité des trajectoires est relative & un seul systeme dynamique X. Elle ne
doit pas étre confondue avec la stabilité structurelle de X qui est, elle, relative a ’espace
fonctionnel X.
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nous savons qu’il en va autrement et que dans ’espace fonction-
nel des champs de vecteurs il existe des domaines composés de
champs ou les courbes de phase [les trajectoires| sont plus com-
plexes. Les conclusions qui en découlent couvrent un grand nom-
bre de phénomenes dans lesquels les objets déterministes ont un

comportement ‘stochastique’™.”

L’indéterminisme concret (le chaos, le hasard, 'aléatoire, etc.) est donc par-
faitement compatible avec le déterminisme mathématique. Comme le remar-
que Thom,

“ce que l'on appelle ‘lois du hasard’ ne sont en fait que des pro-
priétés du systéme déterministique le plus général” .

Revenons a la spécification du modele général. En termes de systemes dy-
namiques, les états internes de S sont les attracteurs de X,,. La notion tres
délicate d’attracteur généralise celle de point d’équilibre stable (i.e. attractif).
Intuitivement, un attracteur A de X est un régime asymptotique stable. C’est
un ensemble fermé, X-invariant et indécomposable pour ces deux propriétés
(i.e. minimal) qui attire (i.e. qui capture asymptotiquement) toutes les tra-
jectoires issues des points d’un de ses voisinages. Le plus grand voisinage de
A, B(A), ayant cette propriété s’appelle le bassin d’attraction de A. Dans
les cas simples, les attracteurs auront une structure topologique simple (point
attractif ou cycle attractif), seront en nombre fini et leurs bassins seront de
“bons” domaines (de forme simple) séparés par des séparatrices. Mais cette
image est trop optimiste car :

(i) les attracteurs peuvent étre en nombre infini;

(ii) les bassins peuvent étre intriqués les uns dans les autres de fagon inex-
tricable;

(iii) les attracteurs peuvent avoir une topologie trés compliquée (attracteurs
dits “étranges”).

Sur un attracteur, les trajectoires d’'un systeme dynamique présentent de
la récurrence.® Intuitivement, la récurrence d’une trajectoire ~ signifie que si
x € 7y, 7 repasse aussi pres que 'on veut de z apres un délai aussi grand que
I'on veut et que v revient donc indéfiniment sur elle-méme. Les cas triviaux
de récurrence sont les points fixes de X (les points ou X s’annule, i.e. les

TArnold [4], pp. 314-315.

8Thom [52], p. 124.

9Cette notion capitale est due & Poincaré et & Birkhoff, les fondateurs de la Dynamique
qualitative.
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trajectoires réduites a un point) et les cycles de X (les trajectoires fermées).
Mais il existe en général de la récurrence non triviale. Si v est une trajectoire
récurrente “compliquée” et si A est sa fermeture topologique, A est un domaine
entier de M (un fermé d’intérieur non vide) ou =y se répand de fagon dense.

Quoi qu’il en soit de ces difficultés, on peut supposer pour simplifier que,
pour presque toute condition initiale zo € M (seulement presque toute car
il faut tenir compte des séparatrices entre bassins), la trajectoire issue de x
est capturée asymptotiquement par un attracteur A,, de la dynamique interne
X,. Cela correspond & une hypothese d’équilibre local'® : la dynamique interne
“rapide” entraine le systeme vers un régime asymptotique stable correspondant
a un état interne.

Une fois admises ces diverses hypotheses qui, dans le cadre différentiel, ne
sont que tres peu restrictives et s'imposent d’elles-mémes, le modele général
se convertit de lui-méme en un programme mathématique. Il s’agit en effet
d’analyser en détail des problemes du type suivant :

(i) structure générale des systemes dynamiques (Dynamique qualitative ou
Global Analysis);

(ii) caractérisation géométrique des systemes dynamiques structurellement
stables et de leurs attracteurs;

(iii) analyse des propriétés ergodiques des trajectoires sur les attracteurs
“étranges”;

(iv) analyse des causes possibles d’instabilité;

(v) analyse des déformations (des perturbations) des systémes structurelle-
ment instables;

(vi) étude de la géométrie (qui peut étre d’une extréme complexité) des en-
sembles catastrophiques “intrinseques” Ky; etc.

Ce programme, que l’'on pourrait appeler le programme de Thom-Smale,
prolonge celui de Poincaré et Birkhoff. C’est en fait celui de la Dynamique
qualitative moderne. A travers lui, la Morphodynamique se révele étre solidaire
d’un domaine et d’une tradition mathématiques d’une importance éminente
tant sur le plan technique que sur le plan historique. Ceci dit, le programme
de Thom-Smale, s’il est d’'une immense portée, est également d’une immense
difficulté. C’est pourquoi Thom a proposé de le simplifier drastiquement.

0 ¢t Thom [53], p. 2.

14



1.2.3 Troisieme spécification : la théorie des singularités

La complexité des systemes dynamiques généraux étant trop grande pour étre
malitrisée, on peut en faire une étude “grossiere”, de type thermodynamique.
Celle-ci consiste a ne pas tenir compte de la structure fine (de la topologie com-
pliquée) des attracteurs. Elle est d’autant plus nécessaire que les ensembles
catastrophiques empiriques Ky, sont en général beaucoup plus simples que
ceux induits par les bifurcations de systemes dynamiques généraux. Il faut
donc comprendre comment des systemes peuvent étre “intérieurement” chao-
tiques (stochasticité des attracteurs définissant les états internes) et “extérieure-
ment” ordonnés (simplicité des morphologies observables), autrement dit ce
que Thom appelle

“I"émergence du descriptible & partir de 'indescriptible” 1!

L’idée est de tenter de généraliser aux systéemes généraux ce qui se passe
dans le cas des systemes de gradient, a savoir ’existence de lignes de pente et
de variétés de niveau. Pour cela, on utilise le fait que, si A est un attracteur
d’un systeme dynamique X sur une variété M, on peut construire sur le bassin
B(A) de A une fonction positive f — dite fonction de Liapounov — qui décroit
strictement sur les trajectoires dans B(A)— A et s’annule sur A. Cette fonction
est une sorte d’entropie locale exprimant que, au cours du temps, B(A) se
“contracte” sur A de facon analogue a un systeme de gradient. Mais elle ne
dit rien sur la structure interne de I'attracteur.

L’idée est alors de ne retenir des bifurcations d’attracteurs que les bifur-
cations associées de leurs fonctions de Liapounov. Cette réduction ressem-
ble a un moyennage thermodynamique. Elle correspond a un changement de
niveau d’observation faisant passer du niveau “fin” décrit par les X, au niveau
“orossier” décrit par les f,,. Elle est analogue a celle que 1'on trouve dans la
théorie du champ moyen (théorie de Landau) en théorie des transitions de
phases. Thom en donne la justification suivantes :

“Personnellement, j’aime a penser que ce qui joue un role, ce n’est
pas la notion — trop fine — d’attracteur, mais une classe d’équivalence
d’attracteurs “équivalents” parce qu’encapsulés dans la variété de
niveau d’une fonction de Liapounov (un quasi-potentiel) pourvu
que l'attracteur échappe a des implosions de caractére exception-
nel. Telle serait, selon nous, la voie par ou trouver une définition
mathématiquement satisfaisante de la notion de régime asympto-
tique stationnaire d’une dynamique. Dans une telle optique, la
structure fine interne de l'attracteur n’a que peu d’importance :
seule importe la fonction de Liapounov qui 'enserre dans une de

' Cf. Thom [52], p. 124.
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ses variétés de niveau. Mais on peut concevoir que seule la struc-
ture du tube enfermant 'attracteur a phénoménologiquement de
I'importance, et on retrouve ainsi une problématique proche de la

théorie des catastrophes élémentaires”.!?

D’ou l'intérét de passer des quasi-potentiels que sont les fonctions de Lia-
pounov aux systemes de gradient dérivés d'un “vrai” potentiel. On suppose
par conséquent que la dynamique interne X,, est en fait la dynamique de gra-
dient associée a une fonction potentiel différentiable f,, : M — R. Les états
internes déterminés par f,, sont alors ses minima (si f est assimilée a une
“énergie”, ce principe est celui de la minimisation de I’énergie du systéme).

Mathématiquement, ces modeles — baptisés “statiques” par René Thom —
font donc partie intégrante de la théorie des bifurcations des fonctions poten-
tiel. Or, pour les potentiels, il existe une caractérisation simple de la stabilité
structurelle (théoreme de Morse, c¢f. plus bas section 5.3). Sous I’hypothese
que la variété M soit compacte, f : M — R est structurellement stable si et
seulement si :

(i) ses points critiques, i.e. ses minima, ses maxima et ses cols (dans le pro-
duit cartésien M x R, le graphe de f constitué de I’ensemble des couples
(x, f(x)) est comme un “relief” au-dessus de M) sont non dégénérés,
¢’est-a-dire ne sont pas des fusions de plusieurs minima, maxima ou cols;
et si

(ii) ses valeurs critiques (i.e. les valeurs f(z) de f pour z critique) sont
distinctes.

Il y a donc deux causes d’instabilité structurelle :

i) la dégénérescence de points critiques, correspondant aux catastrophes
g
dites de bifurcation;

(ii) I’égalité de deux valeurs critiques, correspondant aux catastrophes dites
de conflit.

A ces deux types bien distincts de catastrophes correspondent respective-
ment deux types d’instances de sélection I, ce que Thom a appelé deux con-
ventions :

(i) la convention du “retard parfait” selon laquelle le systeme S demeure
dans un état interne (un minimum de f,,) tant que celui-ci existe : il n’y
a donc catastrophe que lorsqu’un minimum disparait par fusion avec un
autre point critique (bifurcation);

12Thom [53], p. 5.
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(ii) la convention de Maxwell selon laquelle le systeme S occupe toujours le
minimum absolu de f,, : il n'y a donc catastrophe que lorsqu’un autre
minimum devient & son tour le minimum absolu (conflit).

L’une des causes majeures d’instabilité structurelle des fonctions potentiel
est ainsi 'existence de singularités. Ce sont donc celles-ci qu’il faut étudier en
prorité. C’est ce que nous nous proposons de faire maintenant.

Notre plan sera le suivant. Apres avoir rappelé certains résultats généraux
de base nous indiquerons les résultats fondamentaux de John Mather per-
mettant de caractériser la stabilité structurelle. Nous esquisserons ensuite la
théorie de Thom-Boardman permettant d’analyser la géométrie des applica-
tions en utilisant des stratifications canoniques des espaces de jets. Cela nous
conduira au théoreme de classification des singularités dites “simples” (au sens
d’Arnold) et & I’établissement des formes normales de leurs déploiements uni-
versels. Nous analyserons alors avec quelques détails la géométrie des singu-
larités les plus élémentaires.

2 Généralités sur les singularités

On veut étudier les modeles morphodynamiques de type o : W — F ou F
est l'espace fonctionnel des potentiels (différentiables) f : M — R sur un
espace interne M. On considere donc des familles f, paramétrées par des
espaces externes W. On peut associer a f, I'application différentiable, dite

déploiement
F:-MxW-—-RxW

(2, w) = (fu(z), w)

Dire que f, est un déploiement universel de fo = f, c’est dire que F' est
une application autant que faire se peut structurellement stable de M x W
dans R x W ou la dimension de W est minimale. Il est par suite naturel
de généraliser le probleme initial et de se proposer l'analyse de la structure
des applications différentiables f : M — N entre deux variétés différentiables
quelconques.

Nous allons présenter un résumé des bases de la théorie sans entrer dans
les difficultés trop techniques. Ces difficultés sont nombreuses et en grande
partie dues au fait que les espaces fonctionnels d’applications différentiables
sont des espaces compliqués sur lesquels il est impossible de faire directement
de la géométrie. La stratégie générale sera donc de réduire, autant que faire se
peut, les situations rencontrées a des situations algébriques de dimension finie
sur lesquelles il devient possible de calculer et de faire de la “bonne” géométrie.
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2.1 Le concept de variété différentiable

Rappelons d’abord brievement le concept de wvariété différentiable.> Une
variété différentiable de dimension m est un espace obtenu par recollement
de “morceaux” d’espace standard R™. C’est un espace topologique'* qui peut
étre recouvert par un ensemble (U;);e; d’ouverts tels que

(i) chaque U; soit homéomorphe!®, via un homéomorphisme ¢, : U; — V;, a
un ouvert V; de R™;

.. .o . . . . 1 5.

(ii) pour tout couple (i, j), les applications induites par ¢;0p; ~ entre 'image
dans V; de I'intersection U;NU; et son image dans V; soient différentiables'®
(cf. figure 1).

Les ouverts U; sont appelés cartes locales et les fonctions différentiables
gojocpi_l des changements de cartes locales. A travers les ¢,, on peut transporter
aux U; les systemes de coordonnées de R™ et donc raisonner sur M en termes de
coordonnées locales, les changements de cartes s’identifiant a des changements
différentiables de coordonnées locales. Cela permet de prolonger aux variétés
différentiables toutes les notions, les entités et les constructions qui relevent de
la structure différentiable des espaces standard R™ et qui sont de nature locale.
Si par exemple f : M — R" est une application de M dans R", on dira qu’elle
est différentiable si pour tout x € M il existe une carte locale ¢ : U — V
contenant z telle que fo ™! :V — U — R soit différentiable. On définit de
méme les applications différentiables entre variétés différentiables.!”

Remarque. — Ainsi, une variété différentiable M de dimension m est un
espace qui est identifiable a R™ seulement localement et non pas globalement.
D’otu la nécessité de développer des méthodes permettant de “mesurer” la non

13Pour les lecteurs non mathématiciens désireux de se documenter sur ce concept, sig-
nalons que l'article “Variétés différentiables” de I’ Encyclopedia Universalis est excellent.

14Un espace topologique M est un ensemble oli 'on a défini la notion de voisinage entre
éléments. Un ouvert U de M est alors un sous-ensemble qui est un voisinage de chacun de
ses éléments. Dans l'espace euclidien R™ les ouverts de base sont les boules ouvertes B(a, ¢)
ensemble des points x € R™ dont la distance a a € R™ est strictement inférieure a ¢ > 0
fixé et U est ouvert si et seulement si pour tout ¢ € U il existe £ > 0 tel que B(a,?) C U.
La encore l'article “Topologie” de I’Encyclopedia Universalis est excellent et fournit une
bonne introduction pour les non mathématiciens.

15Gi M et N sont deux espaces topologiques, les applications f : M — N qui sont
compatibles a leur structure topologique (i.e. qui préservent la relation de voisinage) sont
les applications continues. Une application continue est un homéomorphisme si c’est un
isomorphisme pour la structure topologique, c’est-a-dire si c’est une bijection continue dont
I'inverse est également continu.

16Une application f: V — R™ d’un ouvert V de R™ dans R" est dite différentiable si ses

composantes f;(z1,...,Tm), t = 1,...,n, admettent des dérivées partielles a tous les ordres.
Il s’agit 14 d’une notion locale.
17Suivant Pordre de différentiabilité 1, 2, ..., k, ..., 0o, on parle alors d’applications de

classe C', C?, ..., CF, ..., C>.
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Figure 1:  Recollement différentiable de deux ouverts d'une variété
différentiable M.
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trivialité globale de M. Introduites par Poincaré, ces méthodes dites homo-
topiques, homologiques et cohomologiques constituent une part essentielle de
la géométrie différentielle moderne.

2.2 Vecteurs tangents et fibré tangent

Soit M une variété différentiable. On peut définir la notion de vecteur tangent
a M en un point a de la fagon suivante. Considérons des courbes différentiables
de M passant par a, c’est-a-dire des applications différentiables v : (1,0) —

(M,a) d’'un segment ouvert I =] — &, +¢[ de R dans M envoyant 0 sur a.
Si (x1,...,%,) est un systeme de coordonnées locales en a, v est définie par
les nombres x;(t), i = 1,...,m, et 'on peut poser que deux courbes v et 7/

sont équivalentes si les dérivées —
dt |y dt |y

c’est-a-dire si leurs vecteurs vitesse en t = 0 sont identiques.'’® On appellera
alors vecteur tangent en a a M une classe d’équivalence de courbes pour cette
relation d’équivalence. Si £ est un vecteur tangent en a a M, ses composantes

sont égales pour tout 1,

x.
dtz . Il est facile de voir que les vecteurs tangents
t=0

en a a M constituent un espace vectoriel sur R de dimension m. Celui-ci est
dit espace tangent en a a M et noté T, M.

La meilleure fagon d’appréhender les vecteurs tangents a une variété différen
tiable M est de les traiter comme des opérateurs différentiels opérant sur
les fonctions différentiables f : M — R. Soient en effet f une telle fonc-
tion, £ = (&,,...,&,,) un vecteur de T,M et v : (I,0) — (M, a) une courbe
différentiable représentant . Restreinte a vy, f devient une fonction f((t)) de
t dont la dérivée en ¢t = 0 est donnée par:

— Oz, dt |,_

)

sont les m nombres &; =

I ax (1)
=1 ¢

0
Cette formule permet d’identifier £ & Uopérateur » ", Sia— = D¢ associant
Ly
a chaque fonction différentiable f : M — R, sa dérivée £(f) = De(f) rela-
tivement a £. Il est facile de vérifier que, ainsi congu, £ est un opérateur de
dérivation, c’est-a-dire un opérateur linéaire s’annulant sur les constantes et
satisfaisant la formule lebnizienne du produit :

dt |,

£(fg) = f&(g) +9&(f) (2)
. , ) 0 0
Dans cette optique T, M est donc 'espace vectoriel de base | —, ..., —
(9&:1 (%m
associée aux coordonnées locales (1, ..., Tpy).

1811 est trivial de vérifier qu’il s’agit bien 1a d’une relation d’équivalence indépendante des
coordonnées locales choisies.
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La base

) de T, M étant déterminée par le choix des coordonnées lo-

8177;
cales (x;), 'ensemble des espaces tangents T, M est identifiable dans un voisi-
nage U de a au produit direct U x R™ de coordonnées (x;, ;). Mais globalement
il n’en est rien. L’ensemble T'M des espaces tangents 1, M est canoniquement
muni d’une structure de variété différentiable de dimension 2m qui a la pro-
priété qu’il existe une projection m : TM — M (associant a chaque vecteur
tangent & € T'M son origine a € M) dont chaque fibre 7~ !(a) = T, M est un
espace vectoriel. Une telle structure s’appelle un fibré vectoriel de base M et,
muni de sa structure de fibré vectoriel, T'M s’appelle le fibré tangent de M. Ce
fibré est localement trivial, un fibré trivial étant par définition difféomorphe!®
en tant que fibré au produit direct de sa base M et de sa fibre. Mais il n’est pas
en général globalement trivial. La “mesure” de sa non trivialité fournit méme
des renseignements précieux sur la structure globale de M. Par exemple, si
T'M est trivial, on dit que M est parallélisable. I’on peut montrer (théoreme
d’Adams) que les seules spheres parallélisables sont S, S3 et S7. Ce résultat
profond est intimement lié au fait que les espaces R* R* et R® (dont S*, 83 et
ST sont les spheres unité) sont les seuls espaces vectoriels sur R possédant une
structure multiplicative en faisant des corps (R? étant le corps des nombres
complexes, R* celui des quaternions et R® celui des nombres de Cayley).

2.3 Applications linéaires tangentes et jacobiens

La définition des fibrés tangents permet de prolonger aux applications différen-
tiables f : M — N entre variétés différentiables la notion de dérivée d’une
fonction f : R — R, c’est-a-dire de son approximation linéaire. Soient en
effet @ € M, f(a) son image et £ un vecteur de T, M. & est un opérateur
de dérivation sur les g : M — R. Par composition avec f on lui associe un
opérateur de dérivation D, f (&) sur les h : N — R défini par

Daf(&)(h) =&(ho f) . (3)
Pour voir que D, f(&) est bien un vecteur tangent n & N en f(a), il suffit de
considérer des coordonnées locales (z1,...,z,) enaet (y1,...,y,) eny = f(a).

Dans ces coordonnées, f est donnée par un systeme

yi=fi(z), j=1,....n

19Une application différentiable f : M — N est un difféomorphisme si c’est un isomor-
phisme pour la structure différentiable, i.e. une bijection différentiable dont l'inverse est
également différentiable.

21



-, OWf(@) —~ Oh 9f; (x)
f(hof)—; 51 8$Z _lz:; fz o y] a]xl 77’6
" = ofj(x)\ oh oh
e =2 (Z “ a) oy, "2

On a donc, pour tout h: N — R, {(ho f) = D,f(§)(h) = n(h) et par suite

DLf(€) = 1 avec
n= &b ()
1 7

La formule (4) montre que D,f est une application linéaire de 'espace
vectoriel T, M dans I'espace vectoriel Ty, N dont la matrice, dite jacobien de

0 0
f en a, dans les bases et | — | est la matrice m x n
(99(:2- 8yj

oh 9K
0xy 0x,
J = : :
ofn Ofn
8_:1:1 .

D, f est appelée application linéaire tangente a f en a. Lorsque a varie, on
obtient un morphisme Df : TM — TN des fibrés tangents, c’est-a-dire une
application différentiable

™ 27N
lﬂ[w l’n’N

M —N
f

compatible aux projections 7y, et my, linéaire sur les fibres et rendant com-
mutatif le diagramme ci-dessus.

2.4 Jets et développements de Taylor

L’on peut généraliser aux applications différentiables la notion fondamentale
de développement de Taylor bien connue pour les fonctions f : R — R. Soit
f R — R de classe C* (i.e. indéfiniment différentiable). On sait que la
meilleure approximation locale de f en x par des polynomes de degré k est

donnée par :
f¥(x)

k!

¥ f@) = f(z)+ hf (z) + ...+ R*
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ott f®) est la k™ dérivée de f et o k! est la factorielle de k égale au produit

1.2.3.... .k. La fonction f étant C'*°, on peut donc lui associer en tout point
x € R la série formelle Ty(x), dite série de Taylor de f en = et donnée par
k) (4
Ti(z) = f(z) + hf'(x) +...+h’“fk—|()+...

Pour un polynome P de degré k, il est trivial de vérifier :

(i) que les séries de Taylor s’arrétent toutes a l'ordre k, i.e. que Tp(x) =
!
" P(x);

(ii) que P est localement égal en tout point a sa série de Taylor, i.e. que
P(z + h) = Tp(z) = j*P(x) pour h assez petit;

(iii) que P est égal en tout point a l'une quelconque de ses séries de Taylor,
i.e. que I'approximation a ’ordre k est non seulement une égalité locale
mais également une égalité globale.

Il s’agit la d’une propriété fondamentale des polynomes : la connaissance
d’un polynome P et de ses dérivées en un point, i.e. sa connaissance locale,
détermine sa connaissance globale.

Il en va tout autrement pour les fonctions C*°.

(i) Lorsqu’une fonction C'™ f est égale partout a la somme de sa série de
Taylor Ty(x) en un point, on dit que f est entiére. Mais une fonction
C™ n’est pas entiere en général.

(ii) Lorsque f est égale au voisinage de chaque point = € R & la somme de
sa série de Taylor T¢(z) en ce point, on dit que f est analytique. Mais
une fonction C'*™° n’est pas analytique en général.

(iii) En général f ne sera méme pas localement représentable par sa série
de Taylor et cela pour deux raisons : soit Ty(x) sera une série diver-
gente et ne représentera donc aucune fonction, soit T;(z) sera une série
convergente dont la somme sera différente de f.

On peut résumer ces caracteres fondamentaux des fonctions C*° en disant

qu’au niveau différentiable il n’y a pas de solidarité entre le local et le global.

Soient alors f : M — N et a € M. Soient (xy,...,x,) un systeme de

coordonnées locales en a et (y1,...,y,) un systeme de coordonnées locales en

b= f(a). f équivaut localement a la donnée de n fonctions y; = fi(z) des m

variables = (x;). L’on sait donc définir les dérivées partielles successives de f
K3

0
en a. Par exemple la dérivée d’ordre 1 est la matrice jacobienne (—(a)) . La

0xj
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Oz ;j0xy,
de définir le développement de Taylor de f en a. Mais, sauf pour le jacobien, les
dérivées ne sont pas des entités intrinseques. C’est pour pallier cette difficulté
que Charles Ehresmann a introduit la notion de jet. Bien que les dérivées
ne soient pas des entités intrinseques, la propriété pour deux fonctions f et
g d’avoir le méme développement de Taylor en a jusqu’a un certain ordre
k est en revanche une propriété invariante par changement de coordonnées
locales. L’on peut donc définir ’équivalence de f et g en a a I'ordre k, la classe
d’équivalence de f s’appelant jet d’ordre k de f en a et se notant j*f(a).
On note J*(M, N),, 'ensemble des jets d’ordre k des applications telles que
fla) = b. Les J*(M,N),, sont des espaces vectoriels tous isomorphes qui
varient différentiablement avec (a,b) et qui engendrent, lorsque (a,b) parcourt
M x N, un fibré localement trivial noté J*(M, N). Si f € C*(M, N) on peut
alors lui associer son jet d’ordre k, j*f, qui est I'application différentiable

g*f M — J*(M,N)
ar j* f(a)

Notre objet d’étude sera donc 'espace fonctionnel F = C*°(M, N) des
applications indéfiniment différentiables entre une variété différentiable M de
dimension m et une variété différentiable N de dimension n. On cherchera
d’abord a caractériser géométriquement la stabilité structurelle des éléments
f € F, puis ensuite a décrire, lorsqu’elle existe, la géométrie stratifiée des
déploiements universels des f instables.

dérivée seconde est le systeme des ( (a)), etc. Cela semble permettre

2.5 Stabilité structurelle, équivalence différentiable et
détermination finie

Contrairement aux niveaux de structure analytique et algébrique, le niveau
différentiable ne manifeste aucune solidarité entre le local et le global. Il est
donc vain de chercher a classifier directement les éléments de F. Hassler Whit-
ney a par exemple montré que, pour tout fermé F' de M, il existe une fonction
différentiable f : M — R dont F est 'ensemble des zéros (F = f~1(0)). Mais
si F' n’est pas trivial, une telle fonction est infiniment instable. La propriété de
stabilité structurelle rétablit par conséquent une certaine forme de solidarité
entre le local et le global. D’ou l'idée de chercher a classer d’abord les ap-
plications stables puis ensuite les applications présentant des “degrés” finis
croissants d’instabilité jusqu’a en arriver, a la limite, au sous-ensemble de F
constitué des applications (non classifiables) infiniment instables (par exemple
les fonctions constantes sur des domaines entiers de M).

La notion de stabilité structurelle utilisée sera essentiellement celle associée
a l"équivalence différentiable. On dit que f,g: M — N sont différentiablement
équivalentes si il existe des difféomorphismes ¢ € Diff(M) et ¢ € Diff(N)
tels que g o ¢ = ¥ o f, autrement dit si f et g ne different que par des
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changements de coordonnées & la source et au but.?’ Parfois on utilisera une
équivalence plus stricte en imposant 1 = Idy ou une équivalence plus faible
comme l’équivalence topologique.

Cette notion d’équivalence permet de renforcer considérablement 1'utilité
du concept de développement de Taylor. En effet, méme si f n’est pas représen-
tée localement en a par sa série de Taylor T(a), rien n’interdit qu'elle soit
équivalente, localement en a, & I'un de ses jets j¥f(a). On dit alors qu’elle
est déterminée a l'ordre k en a. Cela signifie que la différence entre f et
g% f, y compris quand f n’est pas représentée par T}, est résorbable dans des
changements de coordonnées C'*°.

2.6 Localisation et germes

D’autre part, on sera souvent conduit a localiser les constructions et a con-
sidérer des germes d’applications. Pour définir le germe d’une application?!
f:M — N enae€ M, on introduit une équivalence entre les f € F en posant
que f et g sont équivalentes si elles coincident sur un voisinage de a. Le germe
ns(a) de f en a est alors la classe d’équivalence de f. Intuitivement, n.(a)
exprime la structure “infinitésimale” de f en a.

2.7 Topologie de Whitney

Notons enfin que les notions de stabilité utilisées dépendent de la topologie
choisie sur F. Dans la mesure ou l'on se propose de travailler au niveau
différentiable, il est naturel de choisir la topologie de la convergence uniforme
de f et de toutes ses dérivées : f et g sont voisines si elles sont uniformément
voisines ainsi que toutes leurs dérivées. Dans le cas F = C*°(M,R) avec M
compacte, cette topologie est facile a définir. Comme M est compacte, I'image
f(M) de M par f est compacte dans R, donc bornée, et I'on peut définir la
norme de f par ||f|| = max,enr |f(2)| (o | | est la valeur absolue sur R).
Comme F hérite de R une structure d’espace vectoriel, on peut donc définir
la distance entre f,g € F par d(f,g) = ||f — ¢g||. Comme toutes les dérivées
partielles des f € F sont des éléments de F cela permet de définir la relation
de voisinage entre f et g par leur distance ainsi que par celles de leurs dérivées
partielles.

Dans le cas général ou M n’est pas compacte, la topologie “naturelle” sur
F est plus difficile a définir. 1l s’agit de la topologie dite de Whitney qui
est une topologie de la convergence uniforme sur les compacts adaptée aux

2011 est trivial de vérifier que, les ensembles Diff (M) et Diff(IV) des difféomorphismes
de M et de N étant des groupes, la relation ainsi définie est bien une équivalence. C’est
I’équivalence naturelle pour toutes les entités qui sont des morphismes de structure f : M —
N, Diff (M) et Diff (N) étant alors remplacés par les groupes d’automorphismes Aut(M) et
Aut(N).

21Par la suite nous omettrons le qualificatif “différentiable” lorsque le contexte ne prétera
pas a confusion.
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approximations successives d’une application par ses jets (qui sont des appli-
cations polynomiales de degré croissant). Soit k un ordre fixé. La topologie
C* de Whitney est la topologie de la convergence uniforme des j*f sur les
compacts de M avec stationarité “a l'infini” : une suite f,, converge vers f si
il existe un compact K de M tel que les j*f, convergent uniformément vers
j* f et tel que f, = f a 'extérieur de K sauf éventuellement pour un nombre
fini de f, (contrdle “a I'infini”). La topologie de Whitney est la topologie C'*
limite des C*-topologies. Elle est tres fine et tout résultat sur la densité d’un
sous-ensemble H de F est donc un résultat tres fort.

Pour les propriétés de généricité que nous aborderons par la suite, le résultat
suivant est préjudiciel.

Théoréeme 1. — Muni de la topologie de Whitney, [l’espace fonctionnel
F = C>®(M,N), est un espace de Baire, autrement dit toute intersection
dénombrable d’ouverts denses est dense.??

Dans un espace de Baire B les sous-ensembles denses qui sont intersection
dénombrables d’ouverts denses sont dits résiduels. Une propriété d’éléments
de B est alors dite générique si elle est satisfaite sur un ensemble résiduel.

L’intérét principal de la topologie de Whitney est que, munis de cette
topologie, les espaces vectoriels fonctionnels que nous rencontrerons (espaces
C>®(M,R), espaces des champs de vecteurs sur M, etc.) seront, si M est
compacte, des espaces de Fréchet et les espaces fonctionnels non vectoriels
des wvariétés de Fréchet. Un espace vectoriel topologique est dit espace de
Fréchet s’il est complet pour une métrique compatible avec sa structure vecto-
rielle, les limites de suites devant converger (suites dites de Cauchy) existant
effectivement. La complétude permet alors de définir la différentiabilité d’une
application continue f : F; — F3 entre deux espaces de Fréchet exactement
comme ’on définit celle d’'une application continue f : R™—R". La notion de
variété de Fréchet généralise dans ce contexte celle de variété différentiable. Il
suffit de prendre pour cartes locales des ouverts d’espaces de Fréchet.

3 Trivialité locale et théoreme des fonctions implicites

Pour analyser la structure d’une application f : M — N il faut d’abord
disposer d’une idée de ce que l'on pourrait appeler la “bonne situation” et
ensuite y comparer la situation réelle.

Soient donc f : M — N et a € M. Considérons f au voisinage de a et
de f(a), c’est-a~dire la situation locale en (a, f(a)). Suivant les dimensions
respectives m et n de M et de N, il est clair que les “bonnes situations” sont
les suivantes :

22Pour une preuve, cf. Golubitsky, Guillemin [14], p. 44. On trouvera dans cet ouvrage
la démonstration des propriétés fondamentales de la topologie de Whitney. Rappelons que
si E est un espace topologique, un sous-ensemble U de E est dit dense si sa fermeture
topologique U est égale & F tout entier. Cela signifie que tout point de E est approximable
avec une précision aussi grande que 1'on veut par des points de U.
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(i) m = n, f est localement 'identité R™—R";
(ii)) m < n, f est localement l'injection canonique R™— R™xR"™™;
(iii) m > n, f est localement la projection canonique R™= R"xR™"— R".

Nous dirons que f est localement triviale si elle est, localement en (a, f(a)),
différentiablement équivalente a la “bonne situation” qu’imposent les dimen-
sions m et n.

Un théoreme fondamental, dit théoréeme des fonctions implicites, affirme
que la trivialité locale ne dépend que de I'application linéaire tangente D, f
de f en a et est réalisée des qu’elle peut 'étre c’est-a-dire des que D, f, qui
est une application linéaire du vectoriel T, M de dimension m dans le vectoriel
TN de dimension n, est de rang mazimal : m et nsim =mn, msim <n
et n sim > n.

Définition 2. — Soient f: M — N et a € M. On dit que a est un point
régulier de f si l'application linéaire tangente D, f est de rang maximal.

1. Considérons d’abord le cas m = n.

Théoréme 3 (théoréme d’inversion locale). — Si m =n et si a € M est un
point régulier de f alors f est, localement en a, inversible (i.e. est, localement
en a, un difféomorphisme).??

Avant d’aborder les cas m < n et m > n, donnons le corollaire fondamental
du théoreme d’inversion locale.

Soit f : U; x Uy — R™ une application différentiable ou U; est un ouvert
de R* et U, un ouvert de R™. Soient zq € U; et yo € Us et fz, 'application
fuo : Uz — R™ donnée par f,,(y) = f(zo,y).

Théoréme 4 (théoréme des fonctions implicites). — Si f(xo,y0) = yo et
si Uapplication linéaire tangente D, fy, de fz, en yo est de rang mazimal
n, alors, quitte a restreindre Uy et Us, il existe une application différentiable
g : Uy x Uy — Uy telle que g(xo,y0) = yo et f(x,g9(z,y)) =y pour tout x € U;
et tout y € Us.

Preuve. — Intuitivement, le théoreme des fonctions implicites dit que si f
est définie sur un produit U; x U, et si sa dérivée a x constant est inversible
alors on peut exprimer y en fonction de f. On le démontre en considérant
I'application F : U; x Uy — RFxR"™ définie par F(z,y) = (z, f(x,y)). La
matrice jacobienne de F' en (z,y) est la matrice (k+n) x (k+n) :

(025 i)
Dy fy Dyfe

ou Ij est la matrice identité k x k. Comme D, f,, est de rang maximal n,
DF est inversible en (xg, o). D’apres le théoreme 3, F' est donc localement

23Ce théoréme est particulierement fondamental car il affirme que ce qui est vrai in-
finitésimalement ’est aussi localement.
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inversible au voisinage de son point fixe (xg,yo). Soit G son inverse, et soient
g1, g2 les composantes de G. On a

(‘T’y) = F(G(l‘,y)) = F(gl(xay)aQQ(xay)) = (gl(x7y)7f(gl(xay)aQQ(xay))) .

Donc x = ¢1(x,y) et y = f(z, go(z,y)). 1l suffit alors de prendre g = go. O
2. Cas m < n.

Définition 5. — Supposons m < n et soit a un point réqulier de f (i.e. Dqf
est de rang mazximal m). On dit alors que f est une immersion en a. f est
une immersion si c¢’est une immersion en tout point de M.

Proposition 6. — Soit f : U C R™ — R" une immersion en a € U.
Alors par changement de carte dans le but R", f peut se ramener localement
a lingection canonique R™— R"=R"™xR"™™ restreinte a U. Autrement dit,
f est localement triviale et peut étre linéarisée.

Preuve. — Soit en effet D, f I'application linéaire tangente de f en a. Par
permutation de 'ordre des coordonnées, on peut supposer, puisque D, f est

de rang maximal m, que le jacobien partiel J = (8 : (@) ) i,j=1,...,mest
Lj

inversible. Soit F': U x R"™"—R™xR"~" I'application F(x,y) = f(z)+(0,).

Sa matrice jacobienne en (x,y) est la matrice:

J 0
o5, n-m

Comme J est inversible, DF est inversible en (a,0) et donc F est un difféomor-
phisme au voisinage de (a,0) (que F' envoie sur f(a)). Mais f = F(x,0).
Comme F~'F = Id, I'action de F~! sur f linéarise f. Autrement dit, une
immersion est localement triviale. l

Localement, une immersion f est un plongement, ¢’est-a-dire intuitivement
un isomorphisme de la variété source M sur une sous-variété de la variété
but N. Mais elle n’est pas forcée de I'étre globalement. D’abord elle peut
ne pas étre injective. Ensuite elle peut, bien qu’injective, étre telle que la
topologie induite par N sur son image f(M) ne soit pas la méme que celle
induite par M. C’est par exemple le cas d’une droite de pente irrationnelle
spiralant indéfiniment de fagon dense sur le tore obtenu a partir du carré unité
en identifiant les cOtés opposés (mouvement quasi-périodique). On est donc
conduit a introduire un concept plus restrictif. On appelle plongement une
immersion injective rendant M homéomorphe a son image f(M) munie de la
topologie induite par N. Il est facile de montrer qu’une immersion injective
propre (c’est-a-dire telle que I'image réciproque de tout compact de N soit un
compact de M) est nécessairement un plongement. En particulier si M est
compacte, toute application continue f : M — N est propre et donc toute
immersion injective f : M — N est un plongement.
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3. Cas m > n.

Définition 7. — Supposons m > n et soit a un point régulier de f (i.e. D,f
est de rang mazimal n). On dit alors que f est une submersion en a. f est
une submersion si c’est une submersion en tout point de M.

Proposition 8. — Soit f : U C R™—=R" une submersion en a € U. Alors
par un changement de carte locale en a, f peut se ramener localement a la
projection canonique R™ " xR"— R" (restreinte a U). Autrement dit, f est
localement triviale et peut étre linéarisée.

Preuve. — Cette proposition est une conséquence immédiate du théoreme
des fonctions implicites. O

L’intérét fondamental des submersions est de préserver par image réciproque
la structure de variété des sous-variétés de leur but ainsi que leur codimension,
i.e. la différence entre la dimension de la variété ambiante et celle de la sous-
variété.

Proposition 9. — Soit f : M — N une submersion. Alors f=1(b) est une
sous-variété de M de codimension n pour tout b € N (b est de dimension 0
et donc de codimension n dans N) et, plus généralement, si W est une sous-
variété de N de codimension c, f~H(W) est une sous-variété de M de méme
codimension.

Preuve. — Le fait d’étre une sous-variété étant une propriété locale, il
suffit, d’apres la proposition 8, de vérifier ’énoncé pour la projection canonique
R™ " xR"— R" ce qui est évident puisque f~1(W) = R™ " xW. O

On remarquera que, dans le cas ot M = R™ et N = R", les théoremes
de linéarisation des immersions et des submersions signifient que, au voisinage
d’un point régulier, une application est différentiablement équivalente a sa
partie linéaire f(a) + D,f(x — a) : par changement de carte locale dans la
source ou le but, on peut éliminer les termes du développement de Taylor de f
en a de degré > 2. Au voisinage d’un point régulier une application est donc
déterminée par son jet d’ordre 1.

4 Le théoréeme de Sard

Au voisinage de ses points réguliers une application f : M — N est donc
localement triviale. Mais elle ne ’est pas en général globalement et cela pour
des raisons tres différentes. Soit, bien que partout réguliere, elle immerge M
dans N sans la plonger, soit elle la plonge de fagon complexe (cas par exemple
des noeuds comme plongements non triviaux du cercle St dans R?) ou encore
n’a pas la structure d’un produit (cas par exemple des fibrés vectoriels non
triviaux sur N). Soit elle admet des points non réguliers, dits aussi singuliers
ou critiques, dont les images s’appellent des valeurs singulieres ou des valeurs
critiques. La théorie des singularités s’intéresse avant tout a cette seconde
possibilité.
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Les singularités d’une application peuvent étre extréemement complexes.
Mais, d’apres un théoreme remarquable di a Sard, elles sont nécessairement
rares.

Théoréme 10 (Sard). — Soit f : M — N une application différentiable.
Alors l'ensemble des wvaleurs critiques de f est de mesure nulle dans N et
donc l’ensemble des valeurs réguliéres est dense dans N.

I est facile de vérifier ce théoreme lorsque m < n. En effet, une applica-
tion ne peut augmenter la dimension de sa source et si m < n, f(M) (bien
qu’éventuellement fort complexe) sera de dimension au plus m dans N et donc
de mesure nulle. Ce qui rend le théoreme de Sard non trivial est le cas m > n.

Comme nous le verrons plus tard, le théoreme de Sard, par sa généralité, est
préjudiciel pour toute la théorie des singularités d’applications différentiables.
Ainsi que I’a noté Alain Chenciner:

“Ce lemme est le seul théoreme de structure global applicable a
toute fonction C* (...); bien que d’énoncé peu géométrique (...), il
est tres porteur de géométrie : par 'intermédiaire des théoremes
de transversalité de René Thom dans les espaces de jets, il permet
de faire de la géométrie sur presque toute fonction C°°.”%4

Preuve. — L’idée de la démonstration est la suivante. Soit O/ = C
I'ensemble des points critiques de f. Il faut montrer que l'image f (C) est
de mesure nulle dans N. La degré de criticalité de f est mesuré par l'ordre
jusqu’auquel les dérivées partielles des composantes (f1, ..., f,) de f s’annulent.
Soit C; 'ensemble des points critiques ou elles s’annulent jusqu’a l'ordre 7. Les
C; constituent évidemment une suite décroissante. Une union finie d’ensembles
de mesure nulle étant de mesure nulle, il suffit donc de montrer

(i) que f(C — C}) est de mesure nulle,
(ii) que f(C; — Ciy1) est de mesure nulle,

(iii) qu’il existe un ¢ tel que f(C;) est de mesure nulle.

Pour démontrer le point (i), considérons un point critique a € C' — C}. 11
existe par hypothese une dérivée partielle de f en a qui est non nulle. Supposons
que ce soit g—ﬁet considérons 'application h (x1, ..., Zy) = (f1 (), 22, ..., Tm).
La matrice jacobienne de h étant inversible, h est localement inversible. On
peut donc remplacer f par g = f o h™1. Or g posséde la propriété que

gl(yla"-aym):floh_l(ylv"'vym):yl7

24 Chenciner [10].
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autrement dit g est 'identité sur la premiere composante. Mais cela implique
par un raisonnement par récurrence que g (CY) soit de mesure nulle. Sim =1,
I’affirmation est triviale. Si m > 2, on considere 'application a n — 1 com-
posantes paramétrée par t = y;, définie par g, (') = (92 (£, ¥') ..., g (t,V))
avecy' = (Y2, ...,Ym). Comme ¢; (y) = y1, ¥ est point critique de g, si et seule-
ment si (¢,y') est point critique de g. Si donc #; est I'injection 4; : R™~! — R™
définie par i; (y') = (t,9'), 'ensemble critique de g; est ;' (C9). Comme on est
descendu en dimension m — 1 on peut (hypothese de récurrence) supposer que
g: (i ' (C9)) est de mesure nulle pour tout ¢. Mais g, (i; ' (C9)) = i; ' (¢ (CY)).
Or il existe un théoreme classique, le théoreme de Fubini, disant que si dans
un R* = R x RF! toutes les sections A; d’un sous-ensemble A C R* sont de
mesure nulle dans {t} x R*~! alors A est lui-méme de mesure nulle dans R*.
Pour démontrer le point (ii) on considere une dérivée partielle g d’ordre

i telle que g—fl (a) # 0 (il en existe une par hypothese si a € C; — Ciyq).
L’application h(z) = (g(z),z2,...,2n) est alors un diffomorphisme local

en a. Par hypothese, g(C;) = 0 et donc h(C;) C {0} x R™ est (m — 1)-
dimensionnel. Soit alors £ : R™™! — R™ la restriction de foh™! & {0} x R™~1.
L’image f(C;) est incluse dans k (C*). Par hypothese de récurrence, f(C;)
est donc de mesure nulle au voisinage de tout a € C; — C;11. Mais comme
I’on peut extraire de tout recouvrement ouvert de C; — C;11 un recouvrement
dénombrable et qu’une union dénombrable d’ensembles de mesure nulle est
encore de mesure nulle, f (C; — Ci41) est de mesure nulle.

Enfin, pour démontrer le point (iii) on utilise la propriété que si z € Cjy
alors | f (y) — f (2)| < K |z —y|*". Cela permet d’inclure 'image f (C},) dans
un volume Vs dépendant de m,n, de k et du pas ¢ utilisé pour quadriller M.
On montre alors que, pour k assez grand, Vj 5:>o 0 et donc que f (Cy) est alors

de mesure nulle. O

5 Les théorémes de transversalité de Thom

Par définition, la propriété de stabilité structurelle est une propriété ouverte.
Mais pour qu’elle constitue bien une détermination mathématique du concept
correspondant, il faudrait encore que toute application instable soit “stabilis-
able” c’est-a-dire approximable par des applications stables. Mathématique-
ment, un tel réquisit s’exprime en disant que la propriété de stabilité struc-
turelle doit étre dense, et méme générique.

Pour démontrer cette propriété de généricité, Thom a introduit I'idée pro-
fonde consistant a interpréter les phénomenes de stabilité en termes de situa-
tions de transversalité et a démontrer ensuite que, de fagon tres générale, les
propriétés de transversalité sont génériques.
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5.1 Le théoreme général de transversalité

La notion de transversalité est tres intuitive et, dans son intuition méme, in-
dissociable de celle de généricité. Elle précise la vieille notion géométrique
de “position générale”. Considérons par exemple deux courbes régulieres v,
et 7, dans un plan R? et soit z un de leurs points d’intersection. 7y, et 7,
s'intersectent transversalement en z si elles ne sont pas tangentes. Il est clair
que cette propriété est générique dans la mesure ou, si 7y, et v, sont tangentes
en x, on peut, par petites déformations, faire “exploser” ce point de tangence
en un certain nombre (éventuellement nul) d’intersections transversales. Mais
supposons que 7, et v, sont plongées dans R3. Le fait de s’intersecter transver-
salement n’est plus générique car, disposant d'une dimension supplémentaire,
on peut, par petites déformations, disjoindre v, et 7,.

Soit alors N une variété différentiable de dimension n et soient Ny et No
deux sous-variétés de dimensions respectives n; et ny. N; et N, sont dites
transverses si en tout point x de leur intersection N; N N, 'espace tangent
T.N en x a N est la somme des espaces tangents T,N; et T,Ny : T,N =
T.N, + T, N,. Cette définition implique :

(i) Si Ny et Ny sont disjointes, elles sont transverses.

(ii) Sini+mny < n, Ni et Ny ne peuvent étre transverses que si elles sont dis-
jointes. Autrement dit, si I’on ne peut rejoindre la dimension de 1’espace
ambiant N a partir de celles des sous-espaces N7 et Ns, la condition de
transversalité implique que N7 et Ny “s’évitent”.

(iii) Si ny 4+ ng = n (i.e. si les dimensions ny et ny sont complémentaires)
alors N et Ny ne sont transverses que si tous leurs points d’intersection
sont des points isolés d’intersection transversale.

(iv) Simni+ng > n la condition de transversalité signifie que la dimension de
I'intersection N7 N Ny est égale a 1'exces ny +ny —n de ny + ngy sur n et
que, le long de cette intersection, l'intersection est transversale.

Si maintenant W est une sous-variété de N et si f : M — N est une
application, on dit que f est transverse sur W (notation f M W) si, pour
tout x € M tel que f(z) € W, on a Ty N = Tyo)W + D, f(T,M). La
transversalité implique en particulier que f(M) “évite” toute sous-variété de
N dont la codimension est strictement supérieure a la dimension de M.

Une des propriétés les plus importantes de la transversalité est de préserver
par image réciproque la structure de variété des sous-variétés du but d’une
application ainsi que leur codimension.

Proposition 11. — Soit f : M — N une application transverse sur une
sous-variété W de N. Alors f~1(W) est une sous-variété de M de méme
codimension que W.
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Preuve. — Ce résultat généralise la proposition 9 sur les submersions. En
fait, celle-ci en est un corollaire immédiat puisqu’il est clair qu'une submersion
est par définition transverse sur toute sous-variété de N. La démonstration se
ramene d’ailleurs a un cas particulier de la proposition 9. Soit en effet a € M
tel que f(a) € W. Localement en f(a), on peut identifier N & un produit
direct W x L et donc considérer la submersion ¢ : W x L — L. 1l est facile
de voir que f i W en a si et seulement si @ o f est une submersion en a. Mais
FEW) = (po f)71(f(a)) et est donc d’apres la proposition 9 une sous-variété
de M de codimension égale a la codimension de a dans L, i.e. égale a la
dimension de L, elle-méme égale a la codimension de W. U

Le théoreme fondamental de transversalité de Thom dit que la transver-
salité dans les espaces de jets est générique. Il s’applique en fait aux sous-
variétés stratifies des espaces de jets. Nous ne définissons pas ici rigoureuse-
ment le concept, pourtant des plus centraux, de stratification. Informelle-
ment, un espace F est stratifié s’il est la réunion d’un ensemble de “bons”
sous-espaces ‘“réguliers”, appelés strates, chaque strate admettant pour bord
un ensemble de strates de dimension inférieure. On impose des conditions de
finitude et des bonnes propriétés d’incidence des strates entre elles. L’intuition
sous-jacente est, par exemple en dimension 3, celle d'un espace “cloisonné” en
domaines, les domaines étant séparés par des “cloisons” se rejoignant le long

“d’arétes” se rejoignant elles-mémes en des “sommets”.?

Théoréme 12 (théoreme de transversalité). — Soit W une sous-variété strat-
ifiée de Uespace des jets J*(M,N). L’ensemble Ty des f € F = C®(M,N)
dont le k-jet j*f est transverse sur W est résiduel.

Preuve. — Pour démontrer ce théoreme, on peut raisonner strate par strate
et supposer que W est une sous-variété (non stratifiée) de J*(M,N). L’on
recouvre ensuite W par une famille dénombrable d’ouverts (W;);c; dont la
fermeture W; C W est compacte et dont les projections sur M x N sont incluses
dans des produits U; x V; de cartes locales d’adhérences U, compactes.?6 Soit
T; I'ensemble des f € F dont le k-jet j*f est transverse sur W aux points de

W;. 1l est clair que Ty = (| T;. Pour montrer que Ty est résiduel, il suffit
iel

donc de montrer que les T; sont des ouverts denses de F. Montrons d’abord

que T; est ouvert.

Lemme 1. — Soit W une sous-variété fermée de J*(M, N). Alors ’ensemble
des f € F dont le k-jet j*f évite W (i.e. j*f(M)NW = @) est ouvert pour
la topologie de Whitney.

A partir de ce lemme on peut montrer I'ouverture des 7;. Si en effet
dim M < codim W, la transversalité équivaut & j* f(M)NW; = @ et I'ouverture

25Cf. Thom [51], §3.2.
26Les W; sont en général en nombre dénombrable non fini car en général W n’est ni
ouverte ni fermée.
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de T; découle directement du lemme. Si dim M > codim W, on considere
I'application j'(5*f) : M — J*(M, J*(M,N)). On a

i G (@) = (x, 5" f(x), Daj* f) .

Or la transversalité de j*f sur W signifie que si z = j*f(z) € W alors
T,J*(M,N) = T,W + D,j*f(T,M). Elle équivaut donc a la disjonction de
Y% f) et de la sous-variété F; des points de J'(M, J*(M, N)) se projetant
sur W; et tels que les dérivées partielles du jet en ce point adjointes & une
base de I'espace tangent a W en ce point constituent une matrice qui n’est pas
de rang maximum. Or F; est fermée. D’apres le lemme 1, I’ensemble U; des
g M — J* telles que jlg évite F; est donc ouvert dans C*°(M, J*¥). Mais
I'application j* : C%°(M, N) — C=(M, J*) est continue pour la topologie de
Whitney. Donc T; = (5%)71(U;) est ouvert dans F = C°(M, N).

Montrons maintenant la densité des T;. Soit f € F. Dans tout voisi-
nage de f il doit exister des éléments de T;. L’idée est de considérer des
déformations bien choisies f, de f paramétrées par des espaces externes P et
d’utiliser la conséquence fondamentale de la transversalité et du théoreme de
Sard qu’exprime le lemme suivant.

Lemme 2. — Soit F': P x M — N une déformation de f, F(p,z) = f,(z).
Soit ® : P x M — J¥(M,N) la déformation des jets, ®(p,z) = j* f,(x). Si
® est transverse sur une sous-variété W de J¥(M,N), alors ’ensemble des
p € P tels que j*f, soit transverse sur W est dense dans P.

Ce lemme découle lui-méme d’un autre.

Lemme 8. — Si une famille d’applications paramétrées par un espace P est
transverse sur une sous-variété W alors, pour un ensemble dense des valeurs
des parametres, les applications individuelles intersectent aussi W transver-
salement.

Ce lemme découle directement du théoreme de Sard. Il est la forme fonc-
tionnelle du

Lemme 4. — Si une sous-variété produit V-x P de N est transverse sur W,
alors l'ensemble des p € P tels que V,, =V x {p} soit transverse sur W est
dense dans P.

En effet, soit 7 la projection canonique 7 : V' x P — P. Les V), sont les “fi-
bres” de m. Siles dimensions d,+d, de V x P et d,, de W sont complémentaires
(dy +d, +dy, = n) alors V x P et W s’intersectent transversalement en un
nombre au plus dénombrable de points isolés w;. Soit p; = 7(w;). En dehors
des p;, V, et W sont disjointes et il y a donc transversalité (cf. figure 2(a)). Si
d,+d,+d,, > n alors les p pour lesquels il existe un point de non transversalité
entre V, et W sont les valeurs critiques de la restriction 7’ de w a (V' x P)NW
(comme V' x P et W sont transverses, (V' x P) N W est une sous-variété de
V' x P). D’apres le théoreme de Sard, I’ensemble de ces p est de mesure nulle
dans P et son complémentaire est dense (cf. figure 2(b)).
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Figure 2: Tllustration du lemme 4.
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Pour démontrer le lemme 3 pour une famille d’applications f, : M — N
paramétrées par P telle que F': M x P — N, F(z,p) = f,(x), soit transverse
sur W, on considere 'image réciproque Wr = F~Y(WW) de W par F (qui
est une sous-variété de M x P par transversalité de F') et 'on montre que
si dimWr > dim P (le cas dim Wr < dim P étant trivial) alors les valeurs
régulieres de la restriction 7’ & Wy de la projection 7 : M x P — P sont des
valeurs de p pour lesquelles f, est transverse sur W. Or d’apres le théoreme
de Sard ces valeurs régulieres sont denses dans P.

D’apres ces lemmes, tout le probleme devient donc de trouver de bonnes
déformations f, de f ayant la propriété que la déformation des jets @ : P X
M — JH(M,N) est transverse sur W;. Soit P* I'espace des polynomes p :
R™— R" de degré k. Comme le probléeme est local, on peut supposer M = R™
et N = R". Soit ¢ (resp. ¢') une fonction égale a 0 a 'extérieur de U; (resp. V;)
et égale a 1 sur la projection de W; dans U; (resp. dans V;). W, étant compact
on peut trouver ¢ et ¢’ satisfaisant ces propriétés. On posera f, = f siz ¢ U;
ousi f(z) ¢ Vi et f = p(x)¢'(f(2))p(x) + f(x) stz € U et f(z) € Vi. f, est
donc une perturbation polynomiale locale de f. Or, puisque les jets d’ordre k
sont précisément les polynomes d’ordre k, on peut trouver un voisinage P de
l'origine de P* tel que l'application ® : P x M — J*¥(M, N) soit transverse
sur W, tout simplement parce qu’elle est un difféomorphisme. Il

Par des méthodes analogues, on démontre le théoreme suivant de “transver-
salité au but” destiné & tenir compte de la non injectivité de f. Soit M) le
sous-ensemble des s-uples de points (z!,...,2°) € M?* tels que 2’ # 27 pour
i # 7 (i.e. on considére s points distincts de M qui peuvent avoir méme image
par f). Soit J¥(M, N) I'ensemble des s-uples de k-jets dont la projection sur
M? est M), JF(M, N) est un ouvert de (J*(M, N))*. Si f € F, on définit son
multi-jet 5 f : M©) — JE(M, N) par j¥f(2!, ... 2%) = (jFf(2Y), ..., 55 F(2*)).

Théoréeme 13. — Soit W une sous-variété stratifiée de l’espace des multi-
jets JF(M,N). L’ensemble Ty des f € F dont le multi-jet j* est transverse
sur W est résiduel.

Les théoremes de transversalité de Thom ont un nombre considérable de
conséquences. Citons-en quelques unes de tout a fait immédiates qui sont de
simples conséquences de I'arithmétique des dimensions.

5.2 Les théoremes d’immersion et de plongement de
Whitney

Soit f : M — N. Exprimons en termes de transversalité dans un espace de
jets le fait qu’elle soit une immersion. Dire que f est une immersion en x € M,
c’est dire, d’apres la définition 5, que D, f est de rang maximal m < n. Soit
JY (M, N) le fibré des 1-jets. Sa fibre F' est l'espace des matrices jacobiennes
D, f et est donc de dimension mn. Quant & J'(M, N), il est de dimension
m +n + mn. Soit H le sous-espace de F' composé des matrices A qui ne sont
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pas de rang maximal. H est défini par les conditions que tous les mineurs
m X m de A s’annulent et il est donc de codimension r =n —m + 1 dans F.
Lorsque (x,y) varie dans M x N, H décrit un sous-fibré S de codimension r de
JY M x N) et f est une immersion si et seulement si j' f(M) n’intersecte pas
S. Maissim <n—m+1, i.e. si2m < n, cette condition est une condition de
transversalité et en appliquant le théoreme 12 de transversalité, on obtient:

Corollaire 14 (théoréme d’immersion de Whitney). — Si n > 2m, les ap-
plications f : M — N sont génériquement des immersions.

Exprimons maintenant en termes de transversalité le fait que f soit in-
jective. Si f n’est pas injective, il existe z, 2’ € M, x # 2’ tels que f(x) =
f(z'). Cela signifie que j9f : M® — JY(M,N) intersecte la sous-variété
W =M® x AdeJ)M,N)=M? x N2 ou A est la diagonale de N2. Or
A étant de codimension n dans N?, W est de codimension n dans JS(M, N).
Comme dim M® = 2m, si 2m < n, le fait que f soit injective équivaut a la
transversalité de j9f sur W. D’apres le théoréme 13 de transversalité au but,
sin > 2m+1, alors f est génériquement injective. Comme d’apres le corollaire
14 elle est aussi génériquement une immersion, on obtient le :

Corollaire 15 (théoréme des immersions injectives). — Si n > 2m + 1, les
applications f : M — N sont génériquement des immersions injectives.

A partir de ces corollaires, on montre facilement que si n > 2m + 1, les
plongements f : M — N forment un ouvert dense de I’ensemble des applica-
tions propres de M dans N. S’il existe des applications propres (ce qui est
trivialement le cas si M est compacte) il existe alors des plongements.

Corollaire 16 (théoréme de plongement de Whitney). — Si M est compacte
et si n > 2m + 1, il existe un plongement de M dans N et les applications
f: M — N sont méme génériquement des plongements.

Conséquences directes des théoremes de transversalité, les théoremes de
Whitney montrent que si la dimension du but N est assez grande on peut
toujours, par petite déformation, rendre immersive (et injective) n’importe
quelle application. Les inégalités de dimensions qui y interviennent sont les
meilleures possibles. Il est par exemple intuitif que sim =1 et n = 2m = 2,
une courbe du plan présentant une boucle avec deux branches s’intersectant
transversalement (immersion non injective) ne peut pas devenir injective par
déformation. En revanche si n = 2m + 1 = 3 alors on peut la désingulariser
en écartant les branches dans la 3eéme dimension et faire disparaitre la non
injectivité.

5.3 La théorie de Morse

Mais a 'autre extréme des relations entre les dimensions m et n, il y a le cas
ou n, loin d’étre grand relativement a m, est au contraire minimal, 7.e. égal a
1. Ce cas est celui de la théorie de Morse étudiant la structure des fonctions
potentiel f: M — R.
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Soit f : M — R. Le point x € M est un point critique de f si et seulement
of of

x1 Oxpy,
appartient a la sous-variété S; de J'(M,R) qui est sa section 0 (J* est de
dimension m + 1 +m = 2m + 1, sa fibre est de dimension m, S; est de
dimension m+ 1 et de codimension m ). On dit qu’un point critique z est non

dégénéreé si le hessien de f en x — c’est-a-dire la matrice m x m des dérivées
2

8a:i8xj

peut facilement interpréter cette propriété en termes de transversalité.

si la (m x 1)-matrice jacobienne < ) est nulle en z, i.e. si j'f(x)

secondes () — est non dégénéré c’est-a-dire de rang maximal m. Or on

Proposition 17. — Un point ©x € M est un point critique non dégénéré de
f si et seulement si ' f(x) € Sy et j1f est transverse sur Sy en j' f(x).

Preuve. — En termes de coordonnées locales (1, ..., 2,,) en z, J'(M,R) est

de coordonnées (x1, ..., Tm,y,&, .., &,,) et 71 f est Papplication de M dans
JYM,R) qui & z = (z1,...,z,) associe

0 0
(1:1, e Ty (), a—jl(q:), Cee %(w)) :
Dire que x est un point critique de f, c’est dire que & =0,..., £, = 0. 5

est de dimension m + 1 dans J'(M,R) qui est de dimension 2m + 1. Quant a
J1f(M) c’est un sous-espace de dimension au plus m. Les dimensions m + 1
et m étant complémentaires pour J'(M,R), j1f(M) ne peut intersecter S;
transversalement qu’en des points isolés z = j! f(x) ou I'égalité

T.S, + D(j' f)(z)(T,M) = T,J* (M, R) (5)
est satisfaite. Soit z = (21, ..., 2y, f(x),0,...,0) un tel point et soient
(X1, o, X, Y 21, E)

les coordonnées de T,J'(M,R). L’application linéaire tangente en x de j'f
est I'application linéaire qui a un vecteur tangent o = («v, ..., q,,) de T, M
associe le vecteur tangent (a, S ai%($), Ha) de T,J'(M,R) ou H est
le hessien de f en z. Or T,S; correspond aux m + 1 premieres coordonnées
(X1,..., X, Y) de T.JY(M,R). Pour que I'égalité (6) puisse étre satisfaite,
il faut donc que D(j'f)(z)(T, M) “occupe” toutes les autres dimensions, i.e.
que 'espace des Ha lorsque « varie dans T, M soit de dimension maximale m.
Mais cela signifie précisément que le hessien H de f en x est de rang maximal
et que donc x est un point non dégénéré de f. U
D’apres le théoreme 12 de transversalité on a par conséquent :

Corollaire 18. — Soit f: M — R. Génériquement, tous les points critiques
de f sont non dégénérés.
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On appelle fonction de Morse les fonctions dont tous les points critiques
sont non dégénérés. Toute fonction est donc transformable en fonction de
Morse par petites déformations. Si f est de Morse, ’ensemble de ses points
critiques (71 f)71(S}) est une sous-variété de codimension m de M d’apres la
proposition 11 et donc une sous-variété de dimension 0. Si M est compacte,
les fonctions de Morse possedent par conséquent un nombre fini de points
critiques non dégénérés isolés .

Considérons maintenant les valeurs critiques de f € F = C*(M,R) et
exprimons en termes de transversalité le fait qu’elles soient toutes distinctes.
Pour cela, considérons jif : M® — JI(M,R). Soit S la sous-variété de
J3(M,R) constituée des couples de 1-jets (d’origines différentes) appartenant
& S) et de buts différents. S est de codimension 2m+1 dans J3 (M, R). Comme
dim M® = 2m, la transversalité de jif sur S équivaut a ji(f)(M®)N S =
Z. Mais cela signifie exactement que toutes les valeurs critiques de f sont
distinctes. En appliquant le théoreme 13 de transversalité au but on obtient
donc :

Corollaire 19. — Génériquement, une fonction f : M — R est une fonction
de Morse dont toutes les valeurs critiques sont distinctes. On appelle une telle
fonction une fonction de Morse excellente.

On voit bien sur cet exemple I'extréme puissance des théoremes de transver-
salité. Toute fonction f : M — R est approximable par une fonction possédant
comme seules singularités des points critiques non dégénérés de valeurs cri-
tiques toutes distinctes, i.e. dont le graphe G(f) C M x R — M est un
“relief” au-dessus de M avec ses sommets, ses bassins et ses cols. Qui plus
est, les propriétés de transversalité dans les espaces de jets sont stables par
déformations de f et donc si a € M est un point critique non dégénéré de
f, i.e. un point d’intersection transversale de j'f(M) et de S;, pour toute
fonction g : M — R assez voisine de f pour la topologie de Whitney, j'g(M)
admettra aussi un point d’intersection transversale avec S; voisin de a, et
donc g admettra aussi un point critique non dégénéré voisin de a. Il y a par
conséquent stabilité des points critiques non dégénérés.

Avant de conclure cette section, rappelons aussi qu’il existe une forme
normale des points critiques non dégénérés.

Théoréme 20 (Théoréme de Morse). — Soit a un point critique non dégénéré
de f. Il existe un systéeme de coordonnées locales (x1,...,2,) en a tel que
flx)=fO0)—(a3+...+a7)+ 27 +...+22, (000 =a et donc f(0) = f(a)).
Qui plus est, le nombre k est défini intrinsequement. Il s’appelle 'indice de a.

En raison de leur forme normale, les points critiques non dégénérés sont
aussi dits quadratiques. Le théoreme affirme qu’en un point singulier quadra-
tique, une fonction f : M — R est déterminée par son jet d’ordre 2. Il
généralise le résultat selon lequel, en un point régulier, une fonction est détermi-
née par son jet d’ordre 1 (i.e. est linéarisable par changement de coordonnées) :
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Figure 3: Divers types de points critiques non dégénérés : bassin, sommet et
col, avec leurs lignes de niveau.

les points critiques non dégénérés sont les points singuliers les plus “ réguliers”
possibles. Il se démontre en montrant qu’il existe un changement de coor-
données locales éliminant tous les termes du développement de Taylor de f en
a de degré > 2. Si (x) est un tel systeme alors f(z) = f(0) + 2! Hz *" ot H
est le hessien de f en a. Il suffit des lors, par un changement linéaire de co-
ordonnées, de ramener la forme quadratique z! Hx & ses axes principaux pour
ramener f a sa forme normale de Morse. Les 3 types de points quadratiques
de corang 2 sont représentés a la figure 3.

Le théoreme 20 des formes normales est un cas particulier d’un résultat
plus général di a Jean-Claude Tougeron et Pierre Samuel. Notons &, I'espace
des germes en 0 d’applications f : R™ — R. Cet &, hérite la structure
additive et multiplicative du but R et est donc un anneau commutatif ayant
pour élément unité le germe constant 1. On peut facilement montrer que le
seul idéal maximal de &, est I'idéal m,, engendré par les germes des fonctions
coordonnées (z1,...,T,), germes que l'on note encore (w1,...,7,).2% Il est
clair que m,, est l'idéal des germes n tels que 1(0) = 0 puisqu'une fonction
f U — R s’annule a l'origine si et seulement si elle s’écrit sous la forme
flx) =>2" zgi(x). On voit que si n € &, la suite de ses images dans les
quotients successifs &,,/mF n’est rien d’autre que la suite de ses jets, i.e. la

z

27 est ici le vecteur colonne : et son transposé z¢ le vecteur ligne (1, ..., %m).

T

28D’une facon générale, on appelle anneau local un anneau ne possédant qu’un seul idéal
maximal. Un morphisme d’anneaux ¢ : a — b d’un anneau local a d’idéal maximal m dans
un anneau local b d’idéal maximal n est dit local si p(m) C n.
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suite des tronquages a 'ordre k de sa série de Taylor.
Sin € &,, on peut lui associer 'idéal jacobien J(n) = <@, ce ﬂ)
8x1 8$m
engendré par ses dérivées partielles du premier ordre (i.e. par les germes des
dérivées partielles d'un représentant quelconque f: U — R de n). On montre
que 0 est un point critique non dégénéré de n si et seulement si J(n) = m,,.
En effet dire que 0 est un point critique, c’est dire que le gradient en 0

0
(@77 (0)) = 0, et donc que J(n) C m,,. Dire que 0 est un point critique
4

0%n

c"):vi@xj

mal m. D’apres le théoreme 3 d’inversion locale, cela signifie que ’application
0 0

F : R™ — R™ associant au point (z1,...,z,,) le point _77’ . T st
0$1 8xm

un difféomorphisme local en 0. Or cela équivaut a J(n) = m,, puisque cela

non dégénéré, c’est dire que le hessien en 0 ( (0)) est de rang maxi-

0
n sont des coordonnées locales en 0.

ox;

Mais le théoreme de Tolugeron et Samuel® dit quesin, & €& etsié—n €
m,,,J(n)? alors n et ¢ sont équivalents a gauche (i.e. uniquement par laction
d’un changement de coordonnées locales a la source). Donc si 0 est un point
critique non dégénéré de n et si £ est la partie quadratique de n, £ —n € m3,
et donc, puisque J(n) = m,,, £ —n € m,,J(n)? et par conséquent 1 et ¢ sont
équivalents. Ce que dit précisément le théoreme 20.

équivaut a dire que les

6 Les divers types de stabilité

Comme nous 'avons noté plusieurs fois, un des points essentiels du programme
de Thom est de caractériser la propriété de stabilité structurelle. La définition
générale “f : M — N est structurellement stable si et seulement si pour
toute application g : M — N assez voisine de f il existe ¢ € Diff(M) et
1 € Diff (N) tels que ¢ o f = g o ¢” n'est pas en effet de manipulation facile.
La stratégie consistera donc a définir des notions plus maniables de stabilité
et a montrer qu’elles sont équivalentes a celle de stabilité structurelle. Cette
stratégie se heurte a une foule de difficultés de haute technicité. Elle est
dominée par les travaux de René Thom, Vladimir Arnold et John Mather3? et
nous en exposerons les rudiments en suivant ’ouvrage d’introduction déja cité
de Martin Golubitsky et Victor Guillemin.

6.1 La stabilité infinitésimale

Soient F = C®(M,N) et G = Diff(M) x Diff(N). La stabilité structurelle
des éléments de F est associée a l'action du groupe G sur F donnée par

PTougeron [54].
30¢f. gThom [46], [47], [48], [49], [50], Levine [16], Mather [20], [21], [22], [23], [24], [25],
[26], Chenciner [9], Arnold [1], [2], [3].
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(o, ) f = 1o foet action dont les orbites sont les types différentiables.
La classe d’équivalence différentiable f de f est 'image de G par I'application
vy + G — F définie par v,(p, %) = (¢, ) f = o fop™

Toutes les difficultés techniques viennent du fait que G et F sont des “mau-
vais” espaces fonctionnels et que la situation est donc beaucoup plus complexe
que celle rencontrée lorsqu’un groupe de Lie agit différentiablement sur une
variété différentiable.®! Mais, conceptuellement, la situation est bien du méme
type et il est naturel de s’inspirer d’abord du cas de dimension finie pour
ensuite essayer de s’y ramener.

Soient f € F et f son orbite image de G par 7v¢- Si nous appliquons
purement conceptuellement les notions valides en dimension finie, nous sommes
conduits a considérer “I’application linéaire tangente” D.vy; de v, a l'origine
e = (1a,1y) de G.** Comme ~,(e) = f, on voit que Dy, envoie ‘I’espace
tangent” 7.G a G en e sur “l'espace tangent” T fafen f. Or dire que f
est structurellement stable, c’est dire que f est un voisinage de f, et par suite
que 7, est une “submersion” en e, ou encore que D.v; envoie T.G sur Ty F.

Mais qu’est-ce qu'un “vecteur tangent” en f a F 7 C’est “une tendance
infinitésimale” de déformation de f, i.e. la donnée pour tout f(z) d'un vecteur
tangent X (x) a N en f(z).

Définition 21. — Un champ de vecteurs sur N le long de f: M — N est
une application différentiable X : M — TN telle que le diagramme

TN
X /|l 7nN
M — N

f
soit commutatif (i.e. X(x) est un vecteur tangent a N en f(z)).

Si ’on note C’;?O(M ,TN) 'espace fonctionnel des champs de vecteurs sur N
lelong de f,ona C3*(M,TN) =T;F. T;F est aussi 'espace I' (f*(T'N)) (noté
aussi ['(f*T'N) pour simplifier) des sections différentiables du fibré f*(T'N) —
M image réciproque par f du fibré TN — N. D’autre part, les vecteurs
tangents a G en e sont les couples (R, S) d’un champ de vecteurs R sur M et
d’un champ de vecteurs S sur N. Autrement dit, T.G est la somme directe
T.G = X(M) & X(N), ou encore T.G = I'(T'M) & I'(T'N) puisque, si M est
une variété, l'espace X' (M) de ses champs de vecteurs est par définition celui
des sections différentiables du fibré TM — M, espace noté habituellement
L(TM).

D7y, opere de la fagon suivante sur T.G.

1. Soit R € I'(TM). On a D.y;(R) = DfoR € I'(f*T'N) :

31Cette situation de dimension finie est déja hautement non triviale puisque, lorsque G
est le tout simple groupe additif R, elle correspond & la théorie des systéemes dynamiques.
321, et 1 sont les applications identité de M et de N.
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™ 2N
RT 7|

M — N
f

Notons 0 : I'(TM) — I'(f*T'N) cette application.

2. Soit S € I'(T'N). On a Dy;(S) = So f € I'(f*TN) :

M2 TN
LS
M — N
f
Notons Qf : I(T'N) — I'(f*T'N) cette application.
Dong, si (R, S) € T.G, on a D.y;(R,S) = 0;(R) + Qy(S). Dy, est donc
surjective si et seulement si 0 + (2; l'est.
Définition 22. — Une application f : M — N est dite infinitésimalement
stable si lapplication 8¢ + Qp : T(TM) @ I'(T'N) — I(f*T'N) est surjective.
Le résultat fondamental sur la notion de stabilité infinitésimale est que, si
M est compacte (ou si f est propre), elle est équivalente a celle, a priori beau-
coup plus forte, de stabilité structurelle. C’est le fameux théoreme de Mather.
Si f est structurellement stable il est clair qu’elle est infinitésimalement stable.
C’est donc la réciproque qui fait probleme.
Pour montrer a quel point cette notion de stabilité infinitésimale est mani-
able, donnons quelques exemples ou ’on suppose M compacte.

1. Si f: M — N est une submersion alors elle est infinitésimalement
stable — et donc structurellement stable d’apres le théoreme de Mather. En
effet D, f : T,M — TN est surjective pour tout x € M. On peut montrer
que son noyau K, est de dimension localement constante et que, lorsque x
varie dans M, il engendre un sous-fibré K de TM. Soit H un sous-fibré
supplémentaire de K dans T'M. Pour tout v € M, D, f : Hy — TN est un
tsomorphisme. Si donc X est un champ de vecteurs sur N le long de f, on peut
lui associer le champ de vecteurs R sur M défini par R(z) = (D, f) (X (z)) €
H,. Clairement §¢(R) = X et donc 6 est surjective. A fortiori, 0 4 s est
surjective.

2. 8i f: M — N est une immersion injective alors elle est infinitésimalement
stable — et donc structurellement stable d’apres le théoreme de Mather. En
effet un champ de vecteurs X sur N le long de f s’identifie a un champ sur
f(M). Or un tel champ peut étre prolongé a N et donc €y est surjective.
A fortiori 0; + Qy est surjective. Ce résultat implique que si n > 2m + 1,
alors f : M — N est stable si et seulement si ¢’est une immersion injective.
En effet si f est stable, comme les immersions injectives sont génériques pour
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n > 2m + 1 d’apres le corollaire 15, elle est équivalente a une immersion in-
jective et est donc une immersion injective. Réciproquement, si f est une
immersion injective elle est stable. On voit bien sur cet exemple la nécessité
de '’hypothese de compacité. Un mouvement quasi-périodique sur un tore est
une immersion injective de source M = R non compacte et est extrémement
instable.

3. Soit f : M — R une fonction structurellement stable. Alors c¢’est une
fonction de Morse excellente. En effet, d’apres le corollaire 19, les fonctions de
Morse excellentes sont génériques et il en existe donc dans tout voisinage de f.
La fonction f étant structurellement stable, toute fonction assez voisine lui est
équivalente et f est donc équivalente a une fonction de Morse excellente. Mais
une fonction équivalente a une fonction de Morse excellente est elle-méme une
fonction de Morse excellente.

Réciproquement, toute fonction de Morse excellente est infinitésimalement
stable — et donc structurellement stable d’apres le théoreme de Mather.

Théoréme 23 (Morse). — Si M est compacte, f: M — R est structurelle-
ment stable si et seulement si c’est une fonction de Morse excellente. D’apres
le corollaire 19, la stabilité structurelle est donc générique pour les fonctions.
Comme elle est qui plus est ouverte par définition, elle est par suite ouverte et
dense.

Ce théoreme est le premier que nous rencontrons qui caractérise explicite-
ment des entités structurellement stables. On le démontre de la facon suivante.

Preuve.®® — Soient f : M — R une fonction de Morse excellente et X :
M — TR ~RxR un champ de vecteurs sur R le long de f. X équivaut a la
donnée d'un couple (f,€) de fonctions M — R, &(x) étant le vecteur X(x)
d’origine f(x). Soit R un champ de vecteurs sur M. 6¢(R) est alors le champ
de vecteurs sur R le long de f défini par & = Lgrf ou Ly est I'opérateur de
dérivation associé a R. Soit S un champ de vecteurs sur R, i.e. une application
S :R — R. Q(S) est alors le champ de vecteurs sur R le long de f défini par
& = So f. Dire que f est infinitésimalement stable, c’est donc dire que toute
fonction £ : M — R peut s’écrire comme une somme & = Lrf 4+ S o f pour
un champ R sur M et une application S : R — R. Comme f est une fonction
de Morse excellente sur une variété compacte, elle n’admet qu’un nombre fini

c1,...,c, de points critiques non dégénérés dont toutes les valeurs vy, ..., v,
sont distinctes. On peut donc choisir S de fagon a ce que &(¢;) = S o f(¢;)
pour i = 1,...,n. La fonction & = £ — S o f est alors une fonction s’annulant

sur les points critiques de f et il suffit de montrer que £ peut toujours s’écrire
sous la forme ¢’ = Lgf avec un champ R construit & partir de f et de &'
Choisissons autour de chaque point régulier x de f, une carte U, ou D f ne
s’annule pas et autour de chaque point critique ¢; une carte U; ou f s’écrit sous
forme normale. Comme M est compacte, on peut extraire de ce recouvrement

33 Of. Golubitsky-Guillemin [14], p. 79.
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ouvert de M un sous-recouvrement fini Uy, ...U, de M correspondant a un

nombre fini de points (réguliers ou critiques) aq,...,a,. Soit gi,...,gr une
partition de ['unité subordonnée a ce recouvrement (il en existe toujours),
c’est-a-dire un ensemble de fonctions gy, ..., gx : M — R telles que :

(i) le support de g; (i.e. la fermeture de 'ensemble des z tels que g;(z) # 0)
soit inclus dans Uj,

(ii) Zle gi(z) = 1 pour tout = € M.

Si a; est régulier, choisissons un champ local w; sur U; tel que D f(w;) # 0 sur
U; et associons lui le champ global R; bien défini sur M par :

Si a; est critique, alors f'(ai) = 0 et donc ¢;&’ peut s’écrire sur U; sous la forme
g:& = Z;"zl xjh;. Considérons le champ global R; bien défini sur M par :

moejh; 0
Ri=>5 -2 — (ou ¢; est le signe de z; dans la forme normale de f
j=1 2 8$J
au voisinage de a;) sur U;

R,=0sur M —U,.
Le champ somme R = Zle R, satisfait & Lpf = . En effet, si a; est régulier,

on a:
LRif: glg’b sur U’L )
L, f=0sur M —-U,,

soit Ly, f = &'g;. Si a; est critique, on a:

=1 2
= > hjx; =g sur U, ,
j=1
=0sur M —-U,; ,
soit Lp,f=¢ gi. Donc Lpf =31 Lp,f =% g =¢. O

4. Par des techniques du méme ordre, on peut montrer qu’'une immersion
f: M — N est stable si et seulement si elle est a croisements normauz c’est-
a-dire si et seulement si, pour chaque s-uple (z',...,z*) de points de M tel
que f(z') = ... = f(z°), Papplication f*: M) — N* est transverse sur la
diagonale AN®* = {(y,...,y) € N*,y € N}.

5. Nous avons vu avec l'exemple 1 que les submersions sont stables. Mais si
M est compacte il n’existe aucune submersion f : M — R (puisque f(M) étant
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compact admet un minimum et un maximum). On est donc conduit a raffiner
le concept de submersion pour tenir compte de ces cas importants. Soient
M et N telles que m > n et soit k = dim M — dim N la dimension des fibres
régulieres de f : M — N. Soit S la sous-variété de J'(M, N) constituée des 1-
jets dont la matrice jacobienne au lieu d’étre de rang maximal n (i.e. de corang
0) est de rang n — 1 (i.e. de corang 1). Soit f: M — N une application telle
que 7! f soit transverse sur S;. Alors S;(f) = (j'f)7'(S1) est une sous-variété
de M de codimension égale & la codimension de Sy dans J'(M, N), i.e. égale a
k+ 1. On dit que z € Si(f) est un pli de f si T,M =T,S:(f) +Ker D, f, i.e.
si Ker D, f et T,,S1(f) sont transverses (en effet comme dim (Ker D, f) = k+1,
ils sont de dimensions complémentaires). On dit que f est une submersion avec
plis si j1 f est transverse sur S; et si tous ses points critiques sont des plis. On
montre alors que si f est une submersion avec plis elle est (infinitésimalement)
stable si et seulement si la restriction f |g, () de f a son ensemble singulier
S1(f) est une immersion a croisements normaux.

6.2 La stabilité infinitésimale locale

La notion de stabilité infinitésimale peut évidemment se localiser. Soient f :
M — N,a€ Metb= f(a) € N. Soit n le germe de f en a. L’application f
est localement infinitésimalement stable en a si 7 est infinitésimalement stable,
c’est-a-dire si et seulement si, pour tout germe y en a de champ de vecteurs
sur N le long de f, il existe un germe p en a de champ de vecteurs sur M et
un germe o en b de champ de vecteurs sur N tels que

X=(Daf)p+oon.

Si(z1,...,2m) et (Y1,...,y,) sont des systémes de coordonnées locales en

n

: n m 0 0 :
aetb,six(z) =2, Xi(x)a_y-7 P = Zj:l pj@m eto=3 Uia_y’ on doit
) j )

donc pouvoir résoudre au voisinage de z = 0 et y = 0, les équations :
- of .
Xz(x)zzp]a?—i_o-l(fb?fn)? Z:]-a"'?n‘ (6)
=1 !

6.3 La stabilité par déformations

Notre présentation intuitive du paradigme morphodynamique, nous a montré
I'importance des déploiements ou des déformations d’une application sur un
espace externe T', ¢’est-a-dire des familles d’applications f; paramétrées par un
espace pointé (7', 0) et telles que fy = f.

Définition 24. — Soit T un voisinage de lorigine de R*. Une application
différentiable F : M x T — N x T est dite une k-déformation de f si (i) elle
est compatible auz projections M x T — T et N xT — T (i.e. si F envoie
M x {t} dans N x {t}) et équivaut par conséquent a une famille f, donnée
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par F(x,t) = (fi(x),t), et (ii) si fo = f. Une k-déformation est triviale s’il
existe des difféomorphismes ¢ : M x U — M xU et ¥V : NxU — N xU
déformant respectivement 1y et 1n sur un voisinage de 0, U C T, et tels que
le diagramme :

MxU L NxU

el L
MxU — NxU

X1y
soit commutatif.

On dit alors que f est stable par k-déformations si toute k -déformation de
f est triviale. La stabilité par 1-déformations s’appelle aussi stabilité homo-
topique. La notion de stabilité par k-déformations a été introduite par René
Thom et Harold Levine.

6.4 La stabilité transversale

Les éléments de théorie de la stabilité que nous avons déja rencontrés montrent
qu’il faut chercher a caractériser la stabilité par des propriétés de transversalité
dans des espaces de jets. Il est donc naturel d’introduire une notion de stabilité
directement liée a de telles propriétés et de chercher a montrer ensuite qu’elle
équivaut a la stabilité structurelle.

Soit J¥(M, N) un espace de jets. Le groupe G = Diff M x Diff N opere
évidemment sur J* & travers les k-jets de ses éléments. Soit j un élément de
MM, N)ap. Si (9,4) € G alors (i, ) opére sur j par (, 1)(j) = j*(b) o j o
7* (e 1) (p(a)) selon le diagramme :

ML N aan(a):b

el 1y | l
M— N ¢(a)— ()

Par réduction aux k-jets, 'action de G sur J¥(M, N) devient algébrique ce qui
entraine que les orbites j soient des sous-variétés de J*(M, N).

Définition 25. — Soient f: M — N et a € M. On dit que f est localement
transversalement stable en a si son n-jet j"f (ot n = dim N) est transverse

sur j"f(a).

On peut évidemment donner une version multi-jets de cette notion. G
opere aussi sur les s-uples (ji...,j,) € JY(M,N) et, si j € J¥(M,N), son
orbite j est également une sous-variété de J*(M, N).

Définition 26. — Soit f : M — N. On dit que f est transversalement
stable si pour tout multi-jet j = (j1,...,7s) € JH(M,N) tel que 1 <s<n—+1
et ji1,...,Js soient de méme but b € N, le s-multi-jet 37 f est transverse sur J.
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7 L’équivalence des diverses stabilités et le théoreme de
Thom-Mather

Le résultat central de la théorie de la stabilité de Thom-Mather est que les
diverses notions de stabilité introduites précédemment sont équivalentes.

Théoréme 27 (théoréme de stabilité de Thom-Mather). — Soient M com-
pacte et f: M — N. Alors les conditions suivantes sont équivalentes.

(i
(ii

) f est structurellement stable,

)
(iii) f est stable par déformations,

)

)

f est infinitésimalement stable,

(iv) f est homotopiquement stable,

(v

f est transversalement stable.

7.1 Etapes de la preuve

La preuve de ce théoreme est assez labyrinthique et beaucoup trop tech-
nique pour étre présentée ici.>* Elle repose sur un théoréme fondamental
diu a Bernard Malgrange et connu sous le nom de théoreme de préparation
différentiable (théoréeme 39 ci-dessous). Ses étapes successives sont les suiv-
antes.

1. On montre d’abord, a I’aide du théoreme de Malgrange, que la stabilité
infinitésimale locale peut se ramener a une condition sur les jets, i.e. peut étre
descendue en dimension finie.

2. On montre ensuite que la stabilité infinitésimale est une version multi-jet
de la stabilité infinitésimale locale.

3. On montre ensuite que si f est infinitésimalement stable alors toute g
assez voisine de f est localement infinitésimalement stable.

4. On montre ensuite que si f est infinitésimalement stable et stable par
k-déformations pour k assez grand alors toute g assez voisine de f est in-
finitésimalement stable.

5. On montre ensuite que si f est stable par déformations et si toute g
assez voisine de f est aussi stable par déformations alors f est structurellement
stable.

6. Cela implique que si la stabilité infinitésimale est équivalente a la sta-
bilité par déformations, alors elle est équivalente a la stabilité structurelle. En
effet, d’apres (4), f admet un voisinage composé de ¢ infinitésimalement sta-
bles donc stables par déformations. Comme f est stable par déformations, elle
est structurellement stable d’apres (5).

34 Cf. les articles de Mather cités en bibliographie et Golubitsky-Guillemin [14].
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7. On caractérise ensuite les déformations triviales.

8. Cela permet de montrer que la stabilité par déformations implique la
stabilité infinitésimale.

9. On montre ensuite la réciproque.

10. On montre enfin que la stabilité transversale est équivalente a la sta-
bilité structurelle.

Esquissons quelques éléments de cette preuve.

7.2 Finitude de la stabilité infinitésimale locale

Pour demontrer que f est localement infinitésimalement stable en a € M, il
faut, nous I'avons vu, pouvoir résoudre localement les équations (6)

Xz(x)zzp]a%—i_az(flaafn)? Z:L"'an
=1 !

0
o x(z) = >, Xz(x)a— est un germe en a de champ de vecteurs sur N le

long de f, ou p = Z;”Zl pj% est un germe de champ de vecteurs sur M et
j

oo =y o, Tig est un germe en b = f (a) de champ de vecteurs sur N.

(2
Le germe x est défini par ses composantes y, et donc l'espace des ¥,

I'(f*T'N), (germes en a), que nous noterons 7, est isomorphe a la somme
directe de n exemplaires de &,,. C’est donc un &,,-module libre de type fini.
Soit A le sous-module des (D, f) p pour p € X, (M) =1 (T'M),, i.e. I'image
de I' (T'M),, par 'application 6 définie plus haut. Pour montrer (6), a savoir
que

O+ Qp:I'(TM), ' (I'N), = T'(f"TN),

est surjective, I'idée est de quotienter par A et de montrer que {2y devient
surjective. Soit donc B = 7 /A le quotient de 7 par A. C’est un &,,-module
de type fini. Mais comme f est une application de M dans N, elle induit un
morphisme d’anneaux locaux

J7GE(N) =& = CF (M) = &

et, a travers f*, B devient un &,-module. Soient eq, ..., e, les projections dans

0
B des f*—.
. Oyi o
si les e; engendrent B comme &,-module. Or pour ce faire, il suffit que cela
soit vrai modulo m™™. En effet, un corollaire du théoréme de préparation

différentiable est la proposition suivante :

D’apres (6), f est infinitésimalement stable en a si et seulement

Proposition 28. — Soit B un &,,-module de type fini. Soient eq,..., e des
éléments de B. Alors ils engendrent B comme &,-module si et seulement si ils
engendrent B/m&F1B comme &,-module.
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Autrement dit, pour résoudre les équations (6), il suffit de les résoudre
jusqu’a 'ordre n, i.e. il suffit de résoudre les équations

0
Xl(w)zz,l)j%-%a,(fl,,fn)+hz, 1=1,...,n (7)
7=1 /

ol les h; sont des fonctions différentiables dont la série de Taylor commence a
I'ordre n + 1.

D’apres le théoreme de préparation différentiable (théoréeme 39 ci-dessous),
la stabilité infinitésimale locale de f en a ne dépend ainsi que du jet j""'f (a).
On peut donc “descendre” cette notion en dimension finie dans les espaces de
jets :

Corollaire 29. — f est localement infinitésimalement stable en a si et seule-
ment si J" (f*T'N), = (Dof) J"(TM),+ f*J* (T'N),.

Nous sommes ainsi passés, par réduction a la dimension finie, d’espaces
fonctionnels compliqués a de “bonnes” variétés algébriques.

7.3 Caractérisation de la stabilité infinitésimale

Pour caractériser la stabilité infinitésimale en termes de stabilité infinitésimale
locale, on montre par des techniques analogues que si S = {ay,...,a,} est un
ensemble fini de points de méme image b par f (non injectivité), f doit étre
simultanément localement infinitésimalement stable aux points de S.

Proposition 30. — f est infinitésimalement stable si et seulement si, pour
tout b € N et tout S C f~1(b) de cardinal < n+1, on a : J"(f*TN)g =
(Df) I (TM)g+ f*J" (TN),,

7.4 Ouverture de la stabilité infinitésimale locale

Apres avoir caractérisé ces types de stabilité, on montre qu’il s’agit de pro-
priétés ouvertes.

Proposition 31. — St f est infinitésimalement stable, alors toute application
g assez voisine de f est localement infinitésimalement stable.

Preuve. — En effet, soit a € M et b = f (a). Par hypothese

J"(f*IT'N), = (D.f)J" (T'M),+ f*J" (T'N),.

Mais 'application

0;+Q;=Df + f*: J"(TM), & J"(TN), — J" (f*TN),

est une application linéaire entre espaces vectoriels dépendant contintiment
de a et de 77T f. Or la surjectivité est une propriété stable des applications
linéaires. Il existe donc un voisinage U, de a dans M et un voisinage W, de
f dont tous les éléments sont localement infinitésimalement stables sur U,.
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Comme M est compacte, un nombre fini de U, recouvrent M et l'intersection
des W, correspondants est un voisinage de f dont tous les éléments sont partout
localement infinitésimalement stables. O

7.5 Ouverture de la stabilité infinitésimale

Si dans la proposition 31 ci-dessus on voulait montrer que les g assez voisines
de f sont globalement infinitésimalement stables, il faudrait utiliser le critere
de la proposition 30. Mais celui-ci fait intervenir des variétés M) qui sont non
compactes méme si M est compacte. L’argument précédent n’est donc plus ap-
plicable tel quel. Cependant ’on peut montrer que si f est infinitésimalement
stable alors toutes les applications g assez voisines le sont également a condition
que f satisfasse la condition supplémentaire :

(%) Pour chaque a € M, il existe un voisinage U, de a dans M et un voisinage
W, de f tels que pour tout g € W, et pour tout S = {ay,...,as} C
g (b)NU, on ait :

J" (9*TN)S = (Dg) J" (TM)S—i—g*J” (TN)b (8)

Proposition 32. — Si f est infinitésimalement stable et stable par k-déforma-
tions pour k assez grand, alors elle satisfait la condition (x).

Preuve. — Sans entrer dans les (nombreux) détails techniques donnons
néanmoins une idée de la preuve. Soit a € M. Pour se localiser en a, on utilise
une application A : M — R égale a 1 sur un compact K inclus dans un voisinage
U, de a dans M et égale a 0 sur M —U,. On se restreint ensuite a un voisinage
W, de f dont les éléments g sont a une distance de f qui est < ¢, la distance
d(f,g) = ||f — g|| étant déduite de la norme ||h|| qui est le maximum sur le
compact K de la valeur absolue des composantes de h et de toutes ses dérivées
partielles jusqu’a 'ordre n+1. On déforme alors f en une famille F' sur la base
de 'espace P des polynomes p : R™ — R" de degré < n en prenant f, = f+Ap
(cf. la démonstration du théoreme 12 de tranversalité). Comme f est stable
par déformations par hypothese, F' est triviale sur un voisinage Z de l'origine
de I'espace P. Il est alors aisé de montrer puisque A = 1 sur V,, que I'on peut
choisir ¢ de fagon a ce que, si S = (ay,...,as) € Vi avecs <n+letV, C K
et si g € W, alors il existe p € Z tel que 5" (g — f) (a;) = j"™'p(a;), i.e.
7" (g9) (a;) = 7" (f + p) (a;), pour tous les a; de S. Comme F est triviale
sur Z et comme f est infinitésimalement stable, f, I'est également et satisfait
donc (8) d’apres la proposition 30. Comme cette condition ne dépend que des
(n + 1)-jets sur S et que "7 (g) (a;) = "' f, (a;) sur S, g satisfait (8) et f
satisfait la condition (x). O

Corollaire 33. — Si f est infinitésimalement stable et stable par déformations,
alors toute application assez voisine de f est également infinitésimalement sta-

ble.
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7.6 Stabilité homotopique et stabilité structurelle

Pour arriver au nerf de la preuve que la stabilité infinitésimale implique la
stabilité structurelle, il faut donc en dernier lieu montrer la :

Proposition 34. — Si f: M — N est homotopiquement stable (i.e. stable
par 1-déformations) et admet un voisinage W constitué de g homotopiquement
stables, alors f est structurellement stable.

Preuve. — On peut supposer que W est connexe par arcs, i.e. que pour tout
g € W il existe une homotopie F' = (f;) : M x I — N x I (avec I = [0, 1]) telle
que fo=f, fi=get fy € W pour tout t € I. Soient donc g € W et F' = (f;)
une homotopie de f a g. Comme par hypothese f; est homotopiquement
stable pour tout ¢ € I, I’homotopie F' est localement triviale. Mais comme [
est connexe, elle globalement triviale et g est donc équivalente a f. U

7.7 Le critéere de trivialité de Thom-Levine

Nous pouvons maintenant aborder la démonstration du fait que la stabilité
infinitésimale équivaut a la stabilité par déformations et donc, d’apres (5),
qu’elle équivaut aussi a la stabilité structurelle. Pour ce faire, il faut disposer
d’un critere de trivialité pour les déformations de f.

Soit F' = (f;) : M x T — N x T une k-déformation de f ou T est un
voisinage de l'origine de R*. Un vecteur tangent ¢ & M x T (resp. N x T') en
(x,t) (resp. (y,t)) est un couple (&, u) (resp. (n,v)) d'un vecteur tangent £ a
M en x et d'un vecteur tangent u a 7" en t (resp. d’un vecteur tangent 1 a
N en y et d'un vecteur tangent v & T en t). Si l'on identifie £ a (£,0) et u a
(0,u), on peut écrire ( = £ + u.

Considérons alors les k champs de vecteurs sur N x T le long de F' définis

par :
T, = (DF) (%) —F* <a%2> 9)

ol le premier % est considéré sur le T'de M x T et le second sur le T'de N xT.
Ces champs “mesurent” en quelque sorte la dépendance de f; par rapport a t.

En effet, 'application linéaire tangente D F est donnée dans les bases { o 0 }

daj Ot
de T (M xT) et {8%[’%} de T (M x T) par la matrice (m + k) x (n + k)
ory .. OF OF 0K
a-771 8.’L'm 8t1 8tk
oz Orm Ot Oty
0 0 1 0
0 0 0 1




et, par ailleurs, F' agit comme l'identité sur 7. Donc, pour (x,t) € M x T,
7i (x,t) est le vecteur tangent & N x T en F (z,t) = (f; (z),t) donné par

{=n
8f,s O 8 9
— ) - _ = 1
Ji Ofpe O
— Ot; Jy;

Autrement dit, F' = (f;) est égale a f x 1 si et seulement si tous les champs
7, sont identiquement nuls.

Dire que F' est triviale, c¢’est dire que sur un voisinage U de 0 dans T', F’ est
ramenable & f x 17 par des difféfomorphismes ¢, € Diff (M) et v, € Diff (N)
déformant 1,; et 1y sur U. Cela signifie que f; = (wt)f1 o f o,. Calculons
donc les champs 7; dans ce cas. Soit (z,t) € M x T et considérons le vecteur
tangent a% en (x,t). Notons ¢ € Diff (M x U) et ¢ € Diff (N x U) les familles
(¢,) et (¢,). Appliquons Dy a a%' On obtient un vecteur tangent (D) a%-
en (o, (z),t) € M x T. Prenons sa M-composante et appliquons-lui Dy~
On obtient ainsi un nouveau vecteur tangent &; en (z,t) qui est “vertical”, i.e.
tangent a M x {t} (pas de T-composante). Soit maintenant (y,t) € N x T et

considérons le vecteur tangent ;- en ¢ (y,t) = (¢, (y) ,t) € NxT. Appliquons-

lui DYy, On obtient un vecteur tangent 7, en (y,t) qui est “vertical”, i.e.
tangent a N x {t}.

Remarquons que si 'on applique DF' au champ vertical &, on obtient un
champ vertical sur N x T puisque F' étant une déformation elle envoie fibre
sur fibre. Remarquons aussi que les champs 7; sont verticaux puisque le terme

. <£i> annule la T-composante de (DF) (%) .Un calcul simple montre

alors que 'on a :

i = (DF) (&) + F* (n,) (11)

Or la décomposition (11) des 7; est caractéristique des déformations triv-
iales. On a en effet le critére de trivialité de Thom-Levine :

Théoréeme 35. — Une k-déformation F est triviale si et seulement si il
existe un voisinage U de 0 dans T et des champs verticauzx &; sur M x U et
n; sur N x U, i=1,...,k, satisfaisant 7, = (DF) (&;) + F* (n;).

Preuve. — Ce théoreme se démontre en considérant un compact K C U,
un voisinage compact de F' (M x K) dans N x U, en intégrant les champs ¢,
et 1; et en montrant qu’ils définissent des déformations ¢, et 1, de 15, et 1y
trivialisant la k-déformation F'. U
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7.8 La stabilité homotopique implique la stabilité in-
finitésimale

Théoréme 36. — St f : M — N est stable par déformations alors elle est
infinitésimalement stable.

Preuve. — Soit f : M — N une application stable par déformations. Pour
montrer qu’elle est infinitésimalement stable on doit considérer un champ de
vecteurs 7 sur N le long de f et montrer qu’il existe un champ & sur M et un
champ 7 sur N tels que

T=Df )+ (n) (12)

Il faut donc arriver a déduire cette condition (12) d’une condition de type (11)
7, = (DF) (&) + F* (n;) pour une déformation F bien choisie.

Soit Gr(f) € M x N le graphe de f. Le champ 7 est un champ sur
Gr (f) “parallele” a N, i.e. “vertical” relativement a la projection canonique
M x N — M. Comme M est compacte, Gr (f) est plongé dans M x N et l'on
peut donc étendre 7 en un champ 7 sur M x N qui est vertical et a support
compact. Soit 8, le flot sur M x N de 7. Comme T est vertical, 6, est en fait une
famille de groupes a un parametre 6, : N, — N, paramétrisée par z € M ou
N, = {x} x N est la fibre de la projection canonique M x N — M au-dessus
de x. On définit alors une homotopie de f, F' = (f;) : M x R — N x R par
fi(x) = 0,4 (f (z)). Comme f est homotopiquement stable par hypothese,
il existe d’apres le critere de Thom-Levine (théoreme 35) un voisinage U de
I'origine de R, un champ vertical &, sur M x U et un champ vertical n, sur
N x U tels que 7 (f) = DF (§,) + F* (n,). Mais 7; est le champ vertical sur
M x U le long de F' défini par 7, = a_j;t' Or par construction de F,ona 79 =17
et par conséquent 7 =79 = Df (§,) + f* (ny), ce qui est la condition (12). O

7.9 La stabilité infinitésimale implique la stabilité par
déformations

La réciproque du théoreme 36 est au coeur de la démonstration de Mather
que la stabilité infinitésimale implique la stabilité structurelle. Elle exige une
nouvelle application du théoreme de préparation différentiable de Malgrange
(théoreme 39 ci-dessous).

Théoreme 37. — Soit f : M — N une application infinitésimalement stable.
Alors f est stable par k-déformations pour tout k.

Preuve. — Soit f : M — N une application infinitésimalement stable et
considérons une k-déformation F' = (f;) : M xT — N x T de f. Pour
démontrer la trivialité de F', il suffit d’apres le critere de Thom-Levine de
montrer qu’il existe un voisinage U de 'origine de T" et des champs verticaux
g sur M x U etn, sur NxU,i=1,... k, tels que la condition (11), 7; =
(DF) (&) + F*(n;),i=1,...,k, soit satisfaite.
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On localise d’abord la situation en se restreignant aux germes en (a,0) €
M x U. Comme dans la démonstration de la finitude de la stabilité in-
finitésimale locale, on considere 1'espace 7 des germes en (a,0) des champs
verticaux sur M x U le long de F' ainsi que le sous-ensemble A de ces champs
qui sont de la forme DF (£) ou £ est un germe en (a,0) de champ vertical
sur M x U. Si &,41 (resp. E,41) est anneau local des germes en (a,0) de
fonctions g : M x R — R (resp. en (b,0) de fonctions h : N x R — R), T

est un &, 1-module de type fini engendré par les F™* (%), i1 =1,...,n, ou

(Y1, ---,Yn) est un systeme e coordonnées locales en b = f (a). Comme A est
un sous-&,,41-module de 7, B =7 /A est un &, 1-module de type fini qui, a
travers F™*, devient un &, 1-module.

Lemme. — B est un &, 1-module de type fini engendré par les images

€1,...,6e, dans B des générateurs F* (i) de T .

Soit p € T. On a p(x,t) = py () + S tip; (x,t). Comme p est un champ
sur N x U le long de F', p, est un champ sur N le long de f. Comme f est
localement infinitésimalement stable par hypothese, il existe des germes , et
no de champs sur M et N tels que p, = Df (&) + f*(n,). Soient £ et n les
extensions triviales de {y et nga M x U et N xU. On a :

p=DF (&) + F*(n +Zt1pz.

Considérons alors le quotient B/ (t1,...,tx) B = By. L’'image de p dans By est
F*(n). Mais comme 1 = (1, ...,7,) est une extension triviale de n,, F'* (n) =
ZZ? n.f 8%1-‘ Autrement dit, les images des F™* (%) engendrent By. D’autre
part, soit m,,; 'idéal maximal de ’anneau local &, ;. Considérons le quotient
By = B/m, 1 B. Comme l'idéal (¢y,...,tx) C m,4q, By est un quotient de By
et est donc engendré par les images des eq,...,e,. D’apres le théoreme 39
de Malgrange exposé plus bas, B est engendré comme &, ;-module par les
€1,...,€En.

Revenons au théoreme 37. Dire que B est engendré comme &, 1-module
par les eq, ..., e,, c'est dire précisément que, modulo A, 7 peut s’écrire sous la
forme 7 = F* (n). Or par définition de A cela revient a dire que la condition
(11) est satisfaite localement (i.e. pour les germes).

Suivant les mémes techniques, on montre que la condition (11) peut étre
satisfaite non seulement localement mais multi-localement, 7.e. simultanément
au voisinage de s points (aq,...,as) de méme image b par f. Il reste alors
a globaliser. Pour cela on montre d’abord que 1'on peut globaliser la condi-
tion (11) & un voisinage dans M x U de l'ensemble critique ¥ x {0} de f.
L’application f étant infinitésimalement stable, si b est une valeur critique,
I'ensemble ¥, = f~1(b) N T est fini. On peut donc, d’apres le résultat multi-
local, résoudre (11) au voisinage de X, pour toute valeur critique b de f. ¥
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étant compact (car fermé dans un compact), son image f (X) est compacte
et la globalisation se fait en recollant les solutions multi-locales a travers des
partitions de 'unité bien choisies. Le champ & obtenu est global mais n’est
vertical et ne satisfait (11) qu’au voisinage de X x {0}.

Pour terminer la démonstration, on suppose m > n (car si m <n, 3 = M
et le théoreme est démontré). Soient & et n les champs donnés par la solution
au voisinage de ¥ x {0}. Soit 0 = 7 — DF (§) — F*(n). Ce champ o est un
champ vertical sur M x U le long de F' qui s’annule sur un voisinage W de
¥ x {0} induisant un voisinage Wy de ¥ dans M. Or sur M — Wy, f est une
submersion puisque m > n et donc, puisque les submersions sont stables, F'
est une submersion sur M x U — W si U est assez petit. Or cela implique que
I'on puisse trouver un champ & vertical sur M x U — W tel que DF (§') = o
sur M x U — W. En recollant £ A la restriction de £ & W, on obtient une
solution globale de (11). O

Le théoreme 37 acheve la démonstration de 1’équivalence, sous 1'hypothese
de compacité de M, de la stabilité infinitésimale, de la stabilité homotopique,
de la stabilité par déformations et de la stabilité structurelle.

7.10 Panorama conceptuel de la preuve du théoreme de
Thom-Mather

Nous venons, en suivant Golubitsky et Guillemin [14], d’esquisser les étapes
de la démonstration du théoreme de Mather sur I’équivalence des différentes
sortes de stabilité. Nous allons en reprendre, en suivant cette fois John Mather
lui-méme, un panorama plus conceptuel.

D’apres la définition 22, une application différentiable f : M — N est
infinitésimalement stable si I’application

0;+Q:T(TM)&T (TN) — T (f*(TN))

est surjective, i.e. si tout champ de vecteurs 7 sur N le long de f peut
s’écrire sous la forme 7 = Df (§) + f*(n), £ étant un champ de vecteurs
sur M et n un champ de vecteurs sur N. Soient I' (M) et I (IV) les anneaux
topologiques des fonctions g : M — R et h : N — R. Les espaces fonc-
tionnels I'(T'M), I' (T'N), I' (f* (T'N)) sont des espaces vectoriels topologiques
naturellement munis d’une structure de module sur ces anneaux : I' (T'M) et
L' (f*(TN)) sont naturellement des I" (M )-modules et I' (T'N) est naturelle-
ment un [ (N)-module. L’application f : M — N induit par composition un
morphisme f* d’anneaux topologiques f* : I' (V) — I' (M). L’application 6 :
I'(TM) — I' (f*(I'N)) est un morphisme de I' (M)-modules et I'application
Qp : I'(T'N) — I'(f*(I'N)) est un morphisme d'un I' (V)-module dans un
I' (M)-module au-dessus de f*. On se trouve donc en présence d’une situation
abstraite bien définie constituée :

1. d’un morphisme d’anneaux ¢ : B — A (A =T (M), B =T (N), p = f*);
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2. de deux A-modules M et N (M =T (TM) et M =T (f*(T'N))) et d'un
B-module P (P =T (TN));

3. d’un morphisme 6 : M — N de A-modules (§ = 0y) et d’un morphisme
QP — N au-dessus de ¢ (2 = Q).

John Mather a appelé la donnée d’un tel quintuple (0, 2, 99t, 0, B) un mor-
phisme mixte au-dessus de ¢ : B — 2. Un tel morphisme mixte est dit surjectif
sif+ QM P — N est surjectif.

Soit alors f : M — N infinitésimalement stable. On veut montrer que f
est structurellement stable. Il faut donc trouver un voisinage W de f dans
I'espace fonctionnel F = C°°(M, N) tel que, pour tout g € W on puisse
construire des difféomorphismes ¢ € Diff (M) et ¢ € Diff (N) satisfaisant
f=1ogoe ! Comme on peut supposer W connexe par arcs, on peut partir
d’une déformation f; de f sur I = [0, 1] conduisant de fy = f a f1 = g et
chercher des déformations ¢, et 1, de 1) et 1y telles que, pour tout t € I,
f =1, 0 fi o, '.L’idée naturelle qui s'impose est évidemment de déduire les
déformations ¢, et ¥, de lintégration de champs verticaux &, et n, sur M x I et
N x I et d’utiliser I’hypothese de stabilité infinitésimale pour montrer que de
tels champs existent. Pour cela, il faut d’abord disposer d'un critere assurant
que I'on a bien f =1, 0 f, 0 ¢; '

Lemme. — Si les conditions (13) et (14) suivantes sont réalisées alors
f=1v,0fop ! pourtout t € 1.

D! .
g; op, =¢&, et 6’; o1, =, pour tout t € I , (13)
0
a—]gz—thO&eroft- (14)
Preuve. — Il s’agit d’un simple calcul formel. Come évidemment f =

Yoo foo ' = 1y o foly, il suffit de montrer que % (0 frop; ") = 0.
Mais si I'on se donne une composition v; o u; d’applications différentiables
ULV 2 W, ona:

0 ov ou
a(vtout):a—ttout—i—thoa—tt (15)
TV 2% 1w

But 6vt

o /L

u— VvV — W
D’apres (15) ,

0 0 0
O (o fiowi) = Tto fropr + Do Moyt 4 Dyyo Dfso

;!
ot ot '

ot
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Mais comme 1), o 1, 1'— 1y est une application constante, 8% o Q/Jt + Dy, o
Wt =0 et donc 8% =—Di, 0 adjt o 1,. En substituant on obtlent

ot f et _
(9; oty o fi+ +th g; O%)O%l‘

0
= (Vo frop) = Dwto(—

—1 —
Mais comme, d’apres ’hypothese (13), 8‘2—; op, =&, et 8%—; o1, = 1, on
obtient :

Afi

0 _
a(QPtoftO%l):D@Dto( n, o fe + =~ BN

+tho€t> °

(8)r d’apres l’hﬁ)othése (14) on a précisérlnent % =—Dfio& +mn,0 f; et donc
2 (o fiop; ) =0et f=1,0 fop " pour tout t € I. O

Ce calcul formel élémentaire explique 'importance des conditions du type
T=Df (&) + f*(n) que nous avons constamment rencontrées.

Ainsi, pour montrer que f est structurellement stable, il faut d’abord mon-
trer que, quelle que soit I'homotopie f; de f, on peut toujours trouver des
champs verticaux &, sur M x I et n, sur N x I qui satisfont la condition (14)
% = —Dfio& +mn,0 fi. Or cette condition est précisément le critere de trivi-
alité de Thom-Levine (théoreme 35) pour £ = 1. D’ou la relation fondamentale
(en fait, nous I'avons vu, une équivalence) entre la stabilité structurelle et la
stabilité homotopique.

Supposons que les champs verticaux &, et 7, existent. Soient ¢_ et 1,
leurs flots respectifs sur M x I et N x I.3° On a d;j (x,t) = {((pT (x t)) et

dfT (z,t) = n (¢, (x,t)). Sit =7, on obtient donc la condition (13) 22— o0y, =

&, et d’—t o1p, = 1, ot I'on a changé ¢, en ¢; ' et 1, en ¢, . On v01t que la
constructlon des ¢, et ¥, permettant de démontrer la stabilité structurelle de
f comprend deux parties :

(i) la démonstration pour toute homotopie f; de 'existence de &, et n, sat-
isfaisant (14),

(ii) la démonstration de U'intégrabilité des &, ;.

Le point (ii) ne pose pas de problémes conceptuels particuliers et se résout
par des techniques standard a partir de I’hypothese de compacité de M. Le
véritable probleme de fond est donc de démontrer le point (i), c’est-a-dire la
résolubilité de 'équation (14).

35Le parametre ¢ est un parametre de déformation alors que le parametre 7 est la variable
temporelle des systemes dynamiques &, et 7,.
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Mais la condition qu’exprime cette équation est une condition de sta-
bilité infinitésimale pour les homotopies. 11 est donc naturel de ’exprimer
par la surjectivité d’un morphisme mixte approprié et pour ce faire il suf-
fit de généraliser au cas des germes de déformations toutes les entités inter-
venant dans le morphisme mixte p = (67, I'(TM), I (f*(T'N)),I' (TN))
dont la surjectivité exprime la stabilité infinitésimale. Soit (7,0) une base
de déformation. On considere des germes en 0 de déformations fr de f. Ils
constituent un espace Fr = C*(T,F). De méme, les déformations gr de
fonctions g : M — R ou hy de fonctions h : N — R constituent des an-
neaux 'z (Mr) et I'r (N7). Les champs sur M x T le long d’une déformation
fr de f constituent un I'y (Mr)-module I'r (ff (T'Nr)), etc. La condition
(14) de stabilité infinitésimale par déformation s’exprime donc en disant que
le morphisma mixte pp = (04, Qg e (Mr) , Tr (f5 (T'Nr)), e (Nr)) sur
f3:Tp (Np) — T'r (M7) est surjectif.

Pour des situations de ce genre généralisant aux homotopies et aux déforma-
tions une situation initiale il existe évidemment une évaluation en ¢ = 0
qui n’est rien d’autre que la situation initiale : le morphisme mixte p est
I’évaluation en ¢ = 0 du morphisme mixte fi;.

Le théoreme clé permettant de montrer que la stabilité infinitésimale im-
plique la stabilité structurelle est alors le théoréeme suivant de Mather :

Théoréme 38 (Mather). — Si p est surjectif alors pr est surjectif.

Ce théoreme reformule le théoreme 37 via le critere de stabilité par déforma-
tions de Thom-Levine. Comme nous allons le voir, le théoreme de préparation
différentiable y joue un role déterminant.

7.11 Le théoreme de préparation différentiable
7.11.1 Le théoréme et le lemme de Nakayama

Conjecturé par René Thom et démontré par Bernard Malgrange en 1963, le
théoreme de préparation différentiable concerne la situation suivante. Soient
f:M— N,ae M,b= f(a) € N, soient &, =T,(M) et &, =T, (N) les
anneaux locaux des germes de fonctions sur M et N en a et b et soit enfin ‘B
un &,,-module de type fini. A travers f*: &, — &, B devient un &,-module
et la question est de savoir s’il est également de type fini. Le théoreme de
préparation dit essentiellement que, pour cela, il suffit de vérifier les conditions
trouvées jusqu’a un ordre fini.

Theoréeme 39. — Soit B un &,,-module de type fini. Alors B est de type
fini comme E,-module si et seulement si B/m,B est un espace vectoriel de
dimension finie.

Montrons d’abord que ce théoreme implique bien, comme nous I’avons af-
firmé plus haut, la Proposition 28 :

Proposition 28. — Soit B un &,,-module de type fini. Sotent ey, ..., ex des
éléments de B. Alors ils engendrent B comme E,-module si et seulement si ils
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engendrent B/mEFLB comme E,-module.

Preuve. — Supposons en effet que ey, ..., e, engendrent B/m* B comme
Ey-module et considérons le quotient B’ = B/ (mEHB + m,B). B’ est un mod-
ule sur &,/m,, ~ R, c’est-a-dire un R-espace vectoriel. Comme il est engendré
par les images de ey, ..., ey, il est de dimension < k. Soit alors B, = m! B
Lorsque ¢ varie de £ =0 a ¢ = k + 1, les By constituent une suite décroissante
d’espaces vectoriels allant de By = B' a By, 1 = mfn“B’ = (0. Pour des raisons
dimensionnelles (k + 2 vectoriels pour une différence de dimension d’au plus
k), il existe donc un des ¢ € {0,1,...,k + 1} tel que By, = B4, i.e. tel que

m! B+m,B=m‘"B+m,B

Or d’apres un lemme classique d’algebre, sur lequel nous allons revenir, dit
lemme de Nakayama, cela implique m¢ B C m,, 3.

Lemme de Nakayama. — Soit B un &,,-module de type fini. Si B = m,, B
alors B = {0}. Autrement dit, si 5/m,,3 = {0}, alors B = {0}.

Comme (ey, .. ., e) engendrent B/m 1B comme &,-module par hypothese,
ils engendrent par conséquent aussi B/m, B comme espace vectoriel. D’apres
le théoreme de Malgrange, B est donc de type fini comme &,-module. Or,
toujours d’apres le lemme de Nakayama, si B est un &,-module de type fini et
si (ug,...,uy) est une base de l'espace vectoriel B/m,B, alors, si (eq,...,e)
relevent (uq,...,u;) dans B, ils engendrent B sur &,. O

7.11.2 Le cas des submersions

Revenons au théoreme de Malgrange. Il formule en termes de propriétés de
finitude de modules sur des anneaux locaux de germes de fonctions un résultat
fondamental et profond concernant la possibilité de diviser sous certaines con-
ditions des fonctions différentiables par d’autres fonctions différentiables.

Supposons d’abord que f soit une submersion en a avec m = n + 1 et
soit B un &,-module de type fini tel que l'espace vectoriel V = B/m,B
soit de dimension finie. Soit (eq,...,ex) des éléments de B dont les images
dans V' constituent une base de V. Conformément a la proposition 8, on
suppose que 'on a choisi des coordonnées locales trivialisantes (x1, ..., %)
permettant d’identifier f a la projection canonique R™ = R x R®" — R",
(X1, ..y Tm) — (x2,...,2y). L'idéal maximal m, = (z2,...,2,)E&, de &,
s’identifie alors a un sous-ideal de (x1,...,2,)Ey,. Comme par hypothese
les (eq,...,ex) engendrent V' = B/m,B et donc, a fortiori, V' = B/m,,B,
nous allons voir que, d’apres le lemme de Nakayama, ils engendrent B comme
&,,-module.

Le lemme de Nakayama dit que si B/m,,B = {0}, alors B = {0}. Il est
une conséquence directe du fait que dans tout anneau local A les éléments de
I'idéal maximal m sont exactement les éléments non inversibles de A. Soit en
effet s € m. Si s était inversible on aurait s.s' = 1 € m et donc m = A, ce qui
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est impossible. Réciproquement, si s ¢ m, alors I'idéal principal (s) n’est pas
inclus dans m et donc (s) = A. Il existe par conséquent un ¢ tel que s.t =1 et
s est inversible.

Supposons alors que les (ey,...,e;) engendrent B. Comme B = mB par
hypothese, les e; s’écrivent e; = i:lf mi;a;; avec my; € m et a;; € B. Mais
par ailleurs a;; = Zﬁj rije€e €t done, en définitive,

Jj=ki t=k I=k [j=k; =k
€i = E E MiTije€e = E E MijTije | €0 = E Sie€e -
j=1 £=1 =1 \j=1 =1

Cela implique Zﬁj (030 — sie) ¢ = 0 (040 étant le symbole de Kronecker) et
donc, si la matrice k X k E' = (0;0 — ;) est inversible, e; = ... = ¢, = 0 et
par conséquent B = {0}. Mais le déterminant de E est de la forme 1+ s avec
s € m et il est donc inversible dans A car sinon il serait dans met 1+s—s =1
serait dans m. Donc la matrice E est inversible. U

Une conséquence immédiate est le résultat que nous avons utilisé plus haut
(pour un &,-module) que si B est un &,,-module de type fini et si (ug,...,ux)
est une base de 'espace vectoriel B/m,,B, alors, si les (eq,...,ex) relevent
(u1,...,ux) dans B, ils engendrent B sur &,,. En effet, soit A le sous-module
engendré par (e1,...,e;) et C = B/A. C est un &,-module de type fini et
C/m,,C = {0}. D’apres le lemme de Nakayama, C = {0} et donc B = A.

Par conséquent, dans la preuve du théoreme de Malgrange, puisque les
(e1,...,ex) engendrent V' = B/m,, B3, ils engendrent bien B comme &,,-module.
Donc tout élément a € B peut s’écrire sous la forme a = sz h;e; avec

h; € &,,. En fait on peut préciser cette forme : tout élément a € B peut s’écrire
i=k

sous la forme a = )"\ (¢; + f;) e; avec ¢; € Ret f; € m,&,,. En effet, comme
les (eq,...,ex) engendrent V' = B/m,B, a peut s’écrire a = sz cie; +a
avec ¢; € Ret a' € m,B, a = sz m;b;, m; € m,, b; € B. Mais comme les
(é1,...,ex) engendrent B comme &,,-module, b; = Zij hijej, hij € €. Donc
a = Z;ij mih;je; = ij fie; avec f; € m,&,,.

Il s’agit donc maintenant de montrer, a partir du résultat que tout a € B

peut s’écrire sous la forme a = sz (ci+ fi)e; avec ¢; € Roet f; € m,&y,

que B est de type fini comme &,-module. Pour ce faire, il faut montrer qu’il

existe un systeme fini (o, ..., a,) d’éléments de B tels que tout a € B puisse
s’écrire sous la forme a = sz d;a; avec d; € £,. Comparons cette forme a la
précédente. Comme d; € &,, d; est le germe en 0 d'une fonction d; (xo, ..., zm)

et I'on a donc d; = d;(0) + d; avec d; € m,. Cette forme est analogue a
la précédente a ceci pres, qui est précisément le point crucial, que d; € m,
alors que f; € m,&,,. On voit que la différence porte sur la variable x;. Si 'on
développe f; (z1,...,7,) en série de x1, on a formellement f; (z1,...,2,) =
Zizgo ) i (T2, ..., xy) avee fij (z2,...,2y) € m,. Pour montrer que B est de
type fini sur &, il suffirait donc de montrer qu’il existe un entier s tel que toute
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fonction f; € m,&,, puisse s’écrire comme une somme finie f; (z1,...,2,) =

j=s J

—or1fij (g, ...,%Tm) avec fij (z2,...,2,) € m,. En effet, dans ce cas, les
(€1,...,ex)etleszle;, i=1,...,k, j=1,...,s, engendreraient alors B comme
E,-module.

Mais une telle exigence est évidemment impossible a satisfaire. En effet,
7t e m,&y, pour tout £ et, si £ > s, 2% ne peut évidemment pas s’écrire sous le
forme Z?ig ) fij (x2,...,2m). Il est donc nécessaire de raffiner la procédure.
Comme zie; € m,B pour i = 1,...,k, on a x1e; = Z;j (cij + fij) e; avec
cij € Ret fi; € m,&,. Cesysteme d’équations linéaires est équivalent a Fe = 0
avec e = (eq,...,e;) et E la matrice (z10;; —¢;; — fij). Soit P (xq,...,2p)
le déterminant de E. Il est associé a la donnée de e et, comme Fe = 0,
il satisfait Pe; = 0 pour ¢ = 1,...,k. D’autre part, comme f;; € m,&y,
fij (21,0,...,0) = 0 et donc P (21,0,...,0) est un polynéme en x; de degré
< k. 1l existe par conséquent un entier s < k tel que P (z1,0,...,0) = x5g (z1)
avec g (0) # 0. .

Soit alors a = ZZj (c; + fi) e (avec ¢; € R et f; € m,E,) un élément
de B. Supposons que l'on puisse diviser les f; € m,&,, par P, i.e. que
lon puisse écrire f; sous la forme f; = ¢;P + Zjig x{Rij (x9,...,xy). Cela
résoudrait le probleme puisque, étant donné que Pe; = 0, on aurait f;e; =

?igx{Rij (To,...,xm)e; et les (eg,...,ex) et les x{eg, C=1,....k, j =
1,...,s, engendreraient alors B comme &,-module. C’est donc la division des
fi € m,&,, par P qui constitue le cceur de la preuve. D’ou la deuxieme étape

reposant sur un théoreme de division.

7.11.3 Le théoréme de division

Théoréme 40 (théoréme de division différentiable). — Soit P une fonction
différentiable au voisinage de l'origine de R™ = R x R"™ (en particulier un
polynome) telle que P (x1,0,...,0) = xjg(x1) avec g(0) # 0. Alors, étant
donnée une fonction différentiable f quelconque au voisinage de l’origine de
R™, on peut diviser f par P, c’est-a-dire trouver des fonctions q et r telles
que (i) f =qP +r, et (i) r = Z;zgfl zirj (Lo, ..., Tm)-

Preuve. — Dans le cas ou 'on considere des fonctions holomorphes sur
C™ = C x C", ce résultat est connu depuis longtemps sous le nom de théoreme
de division de Weierstrass et se démontre assez facilement. En revanche,
dans le cas différentiable, il est hautement non trivial. Remarquons que si

on 'applique & la fonction x5 on obtient x§ = ¢P + Z?ig_l i (To, .., Tm),

autrement dit ¢P = 2] — Z;zg_l 27 (T, ..., ) avec q (0) # 0. Ce résultat
est connu sous le nom de théoreme de préparation de Weierstrass. 1l dit que
si une fonction holomorphe P est telle que P (z1,0,...,0) = z5g(x;) avec
g (0) # 0 alors, en multipliant P par une fonction convenable ¢ inversible en
0 (¢(0) # 0), on peut ramener la dépendance de P par rapport a x; a une
dépendance polynomiale de degré s.
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Pour démontrer le théoreme de division, on considere d’abord le cas des
polynomes P, \ = 7 + iji_l )\jx{ et 'on montre que les fonctions ¢ et r;
dépendent différentiablement de A. Cela permet de démontrer facilement le cas
général. Il existe de nombreuses preuves. La plus élégante est sans doute celle
de Nirenberg cherchant a prolonger directement le cas holomorphe sur C au cas
différentiable sur R.*® Le principe en est d’étendre f définie sur R” = R x R”
a une fonction différentiable f) définie sur C x C" x C* et a valeurs dans C.On

applique alors les théoremes de Weierstrass pour trouver les fonction ¢ et 7.

Ces fonctions font intervenir des intégrales doubles intégrant % /P; sur des
domaines pouvant contenir des zéros de Ps. En ces zéros il y a obstruction a
I'intégration et a la construction de ¢ et r sauf si g—% s’annule lorsque z7 = 1,
est réel. Qui plus est, on montre que pour que ¢ et r soient différentiables a
I'ordre k il faut que g—% s’annule a l'ordre k sur les zéros de P, lorsque z7 = x;
est réel. Le noeud de la preuve est alors de montrer que de telles extensions

existent (théoreme d’extension de Nirenberg). g
7.11.4 Le cas général

Le théoreme de division permet de démontrer le théoreme de préparation dans
le cas ou f est une submersion. Dans le cas ou f est une immersion, f*: &, —
&, est surjectif et le théoreme est trivial puisque B est alors nécessairement
de type fini.

Si f: M — N est une application quelconque, on raisonne par récurrence.
On considere 'immersion f: M — M X N, x +— f (z) = (z, f (z)). Si Epn est
I'anneau des germes I'(,4) (M x N) pour (a,b) € M x N, Best un &,,,,-module
de type fini. Supposons que B/m,B soit de dimension finie. Localement, M
est identifiable a R™ et on peut considérer la projection canonique R™ =
R x R ! — R™ ! Comme m, 8 C mp (R™ x N), on a une surjection
canonique B/m,B — B/mp (R™ x N) et le quotient B/m, ) (R™™! x N)
est donc de dimension finie. En appliquant le théoreme de préparation a la
submersion R™ x N — R™ ! x N, on prouve que B est de type fini sur
Lap) (R™ x N) et on conclut par récurrence.

7.11.5 L’interprétation de René Thom

Le théoreme de préparation étant un résultat particulierement profond et utile,
nous nous permettrons de rappeler la fagon dont René Thom [51] en a explicité
la signification dans des termes plus adaptés a la théorie des déploiements
universels que nous aborderonsplus loin.

Une des formulations du théoreme de préparation de Weierstrass dit que si
f (2) est une fonction holomorphe sur un voisinage U de 'origine de C et P (z)
un polynome de degré s dont toutes les racines sont dans U, alors f s’écrit sous
la forme f = gP +r ou le reste r est un polynome de degré < s — 1. En termes
algébro-géométriques, cela signifie que 1'idéal (P) engendré par P dans la C-

36Cf. Nirenberg [28] et Mather [26].
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algebre H (U) des fonctions holomorphes sur U est un sous-espace vectoriel de
codimension s admettant pour supplémentaire le sous-espace vectoriel R, de
dimension s, des polynomes r de degré < s—1. Autrement dit, H (U) = (P)+R
et la décomposition f = qP + r est tout simplement celle de f relativement a
cette somme. On peut prendre en particulier P = 2z°. On peut aussi prendre
pour P une fonction holomorphe admettant un zéro d’ordre s en 0 (i.e. P = z%¢
avec ¢ (0) # 0). On peut également adjoindre des variables supplémentaires,
les coefficients du reste r en devenant des fonctions holomorphes. C’est le cas
que nous avons rencontré.

Le théoreme de Weierstrass est assez intuitif. En effet pour qu’une fonction
holomorphe f € H (U) soit un multiple de P, il faut et il suffit que f s’annule
sur les racines de P avec au moins la méme multiplicité que P. Cette condition
est la réunion de s conditions linéaires linéairement indépendantes et 1'idéal
(P) est donc de codimension s. Si f est quelconque, 7 est le polynéme (unique)
défini par le comportement de f — P aux racines de P.

La transversalite de (P) et de R est stable relativement aux déformations
de P. Silon part de P = 2° et si 'on déforme P en P, = 2° + S =0 w2,
R reste un supplémentaire de l'idéal (P,). Si f € H (U), son reste r sera donc
une fonction r (w) de w. La seconde partie du théoreme de Weierstrass dit
que r (w) est une fonction holomorphe de la multi-variable w parcourant un
voisinage W de 'origine de C*7L.

Lorsque 'on passe du domaine complexe au domaine réel, la situation se
trouve considérablement compliquée par le fait que le nombre de racines de P,
n’est plus constant dans W. L’idéal (P,) est toujours de codimension s lorsque
P, a ses s racines réelles. Mais il devient de codimension < s lorsque P,, admet
des racines complexes. Le reste r (w) est donc une fonction différentiable de
w sur la partie Wi de W ou P, a toutes ses racines réelles. Le théoreme de
Malgrange dit essentiellement qu’il est possible d’étendre r (w) a W tout entier.

7.12 L’intérét de la stabilité transversale

D’apres la caractérisation de la stabilité infinitésimale a travers le théoreme
39 de Malgrange, la stabilité d’une application f : M — N ne dépend que
de son (n + 1)-jet. Il est donc normal de chercher a l'interpréter en termes de
transversalité dans les espaces de jets. L’idée la plus naturelle consiste a partir
de la décomposition des espaces de jets J* (M, N )(a,b) en orbites sous l'action
du groupe G = Diff (M) x Diff (N) en remarquant qu’elle est universelle (i.e.
indépendante de f et dépendante uniquement des dimensions m et n et de
k) et & imposer que les jets de f soient transverses sur ces orbites. Tel est le
contenu de la stabilité transversale.

Soient donc f: M — N,a€ M, b= f(a) € N.

Proposition 41. — Si f est stable, alors f est localement transversalement
stable en a.
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Preuve. — D’apres la définition 25, il faut montrer que le n-jet j"f de f
est transverse en a sur l'orbite j7f (a) de j"f (a) dans J" (M, N). Or f étant

stable et la transversalité sur j7f (a) étant générique d’apres le théoréme de

transversalité de Thom, il existe g équivalente a f et transverse sur jf (a).
Si, dans I’équivalence entre f et g, a’ correspond a a, j"g est transverse sur

j"f (a) en @’ et donc j™f est transverse sur j”f (a) en a. O
Réciproquement, on a le :

Théoréeme 42. — Si f est localement transversalement stable en a, alors f
est localement infinitésimalement stable en a.

Preuve. — Par hypothese, ;" f est transverse sur l'orbite j f (a) et, d’apres
le corollaire 29 caractérisant la stabilité infinitésimale locale, il faut montrer
que

J"([TTN), = (Dof) (J"(TM),) + f*(J"(TN),) -

Soit donc 7,, € J" (f*I'N), le n-jet en a d’'un champ de vecteurs 7 sur M le
long de f. Nous devons trouver localement en a, un champ & sur M de n-jet
€, et un champ 7 sur N de n-jet n,tels que l'on ait 7,, = D, f (€,) + f* (n,,)-
Considérons une homotopie f; de f telle que%} o = 7. Il lui correspond
une courbe t — j" f; (a) de J" (M, N) passant par j"f (a). Notons A (7) son
vecteur tangent en j” f (a). On définit ainsi une application A : J" (f*T'N), —
TjnayJ™ (M, N) qui, c’est facile de le voir, est une injection linéaire. Comme
f est localement transversalement stable en a, il /eziite, par définition de la
transversalité, des vecteurs tangents w € Tjnyq)j"f (a) et v € T, M tels que
A(Tn) =w+ Dgj™ f (v). Or l'espace tangent 7,0 en 0 = j" f (a) a Uorbite 7 =

j"f (a) est décomposable. Soit 7 un germe de champ sur N en b, n € I', (T'N).
Intégrons localement 7. On obtient un germe de groupe a un parametre v, et
j", (b) .0 est une courbe de I'orbite a. Soit 61 'application 6y : I'y (T'N) — T,0
ainsi définie. Il est facile de vérifier que le diagramme suivant est commutatif :

T,(TN) 2 T,5
LT
J"(TN), L5 J" (f*TN),

De méme, soit £ un germe de champ sur M en a. En intégrant £ localement,
on obtient un germe de groupe & un parametre ¢, et une courbe o.j"%p; ! (¢, (a))
de 7. Soit Oy lapplication 0y : 'y (TM) — T,0 ainsi définie. 1l est facile de
vérifier que le diagramme suivant est commutatif :

T, (TM) 2 T,5
! TA
J(TM), =% J"(TM),
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ou A : J"(I'M), — T,0 est lapplication qui, a §, € J"(T'M),, associe
—A-Dof (§) + Daj" f (€, (a)).

Lemme. — 01+ 05 : Ty (TN)® T, (TM) — T,0 est surjective.

On notera la ressemblance de cette condition avec les conditions de sur-
jectivité des morphismes mixtes caractérisant la stabilité infinitésimale et la
stabilité par déformations.

Ce lemme permet d’écrire le terme w de A (7,) = w + D,j"f (v) sous la
forme w = —05 (§) + 01 (n) avec £ € T, (TM) et n € Ty (TN). En prenant les
n-jets §,, et n,, et en utilisant la commutativité des diagrammes, on obtient

ATn) ==A (&) + A" (1)) + D" f (v)
=A(Daf (&) = Daj" f (&, (a)) + A7 (1)) + Daj" f (v)
Mais on peut montrer que, nécessairement, £, (a) = v. Par conséquent, A (7,,)

A(Dof(&,)) + A(f*(n,)) et donc, comme A est injective, 7, = Dof (§,) ;
f (). m

En passant a une version multi-locale de ce théoreme et en utilisant la
caractérisation 30 de la stabilité infinitésimlale, on obtient le théoreme :

a’

Théoréme 43. — f est (infinitésimalement) stable si et seulement si f est
transversalement stable.

On voit ainsi, qu’en définitive, la stabilité structurelle d'une application
différentiable f : M — N signifie essentiellement que les jets de f sont trans-
verses aux orbites de 'action des J*G (G = Diff (M) x Diff (IV)) sur les espaces
de jets J* (M, N). Cette action est universelle. Pour comprendre la géométrie
de f, il faut donc d’abord analyser la géométrie de la décomposition en or-
bites de J* (M, N). Cela peut se faire en se situant au niveau des fibres de ces
fibrés. Soit J* (m,n) la fibre de J* (M, N) en (a, b). C’est un espace vectoriel ne
dépendant que de m et de n et égal a J* (Rm,R”)(QO). Soit L*(p) ensemble
des k-jets des germes de difféomorphismes de R? en 0. Le groupe de Lie
L¥(m,n) = L¥(m) x L¥(n) opere naturellement sur J*(m,n). Si 'on connait
la géométrie de cette action, on connaitra par globalisation celle de I'action de
JEG sur J¥ (M, N) et donc celle des application stables puisque, dans ce cas, la
géométrie de f sera I'image réciproque par les j* f de la géométrie de J* (M, N)
et que la transversalité “préserve” la géométrie par image réciproque.

Mais, comme nous allons le voir dans la prochaine section, J*(m,n) est
en général décomposé en une infinité non dénombrable d’orbites par L¥(m,n).
Pour que f soit stable, elle devra donc satisfaire une infinité non dénombrable
de conditions de transversalité et cela explique pourquoi la stabilité structurelle
n’est pas forcément une propriété générique. Dans un théoreme remarquable,
John Mather [25] a donné la liste des dimensions (m,n) pour lesquelles la
stabilité structurelle est générique.

Faisons une derniere remarque a propos de la stabilité. Une application
stable possede toutes les propriétés qui sont génériques et ne dépendent que
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du type différentiable. Appelons encore “génériques” de telles propriétés. Le
fait que la stabilité transversale implique la stabilité signifie qu’il suffit quune
applications possede certaines propriétés génériques (la transversalité sur les
orbites des espaces de jets) pour les posséder toutes.

8 La stratification des espaces de jets et la théorie de
Thom-Boardman

Nous venons de voir que pour comprendre la structure géométrique des ap-
plications stables il faut d’abord analyser la géométrie des orbites des espaces
de jets. Mais celle-ci n’est pas en général une “bonne” géométrie, ne serait-ce
que parce qu’il peut y avoir des continua d’orbites. D’ou I'idée de considérer
des sous-variétés invariantes (i.e. des réunions d’orbites) des espaces de jets
qui aient un sens géométrique associé a la géométrie des ensembles singuliers
des applications. Cette idée est a la base de la théorie de Thom-Boardman
fournissant une premiere classification des singularités des applications stables.
Nous allons en exposer brievement quelques grandes lignes en suivant Levine
[16] et Boardman [6].

8.1 La structure des espaces de jets J*(m,n)
8.1.1 La stratification de J*(m,n)

Fixons les dimensions m et n et considérons les espaces de jets “fibres” J*(m,n)
JE(R™, R™)(0,0)- Le groupe de Lie L*(m,n) = L*(m)x Lk (n) opere sur J*(m, n).
Il est clair que si [ > k, il existe une projection canonique 4 : J'(m,n) —
J¥(m,n) consistant a tronquer les [-jets & l'ordre k. L'(m) est le groupe
linéaire GL(m,R) des automorphismes linéaires de R™ puisque le 1-jet d'un
germe de difféomorphisme en 0 de R™ est sa matrice jacobienne (inversible).
On a L*(m) = ﬂ,;}(Ll(m)) Les espaces de jets considérés sont des espaces
de polyndomes et les actions considérées sont algébriques. Autrement dit, la
structure des espaces J*(m,n) est un probleme de géométrie algébrique sur
des espaces vectoriels.

Un résultat classique affirme que si G est un groupe de Lie opérant sur une
variété différentiable M, les orbites sont des sous-variétés immergées de M.
Les orbites de J*(m,n) sont donc des sous-variétés immergées.

Soit 0 € J* et f un représentant de ¢.>” Supposons que 0 soit un point
régulier de f, i.e. que la matrice jacobienne J(f) de f en 0 soit de rang
maximal. On dira alors que o est régulier. D’apres le théoreme des fonc-
tions implicites, f est triviale (immersion, submersion ou difféomorphisme lo-
cal) et est déterminée par son 1-jet (cf. section 2.). Soit pJ* I’ensemble des
éléments réguliers de J*. L* opere transitivement sur pJ*, pJ* étant l'orbite

3TNous noterons J*(m,n) simplement par J* lorsqu’il n’y aura pas de risque de confusion
sur les dimensions m et n.
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de I'application y; = x1, ..., Yy, = x, si m > n (submersion) ou de I’application
YI = T1, - Ym = Ty Yma1 = 0,...,y, = 0 si m < n (immersion). ka est
ouvert et dense dans J* et donc, si 'on dit qu'une orbite S est incidente a
une orbite S’ si S C ?l, toutes les orbites de J* sont incidentes a pJ*. pJ*
s’appelle la strate réquliére de J*.

Le probleme est de stratifier les espaces J* par des stratifications naturelles
possédant un sens géométrique pour les singularités des applications.

8.1.2 Le cas de J!

Considérons par exemple l'espace J!. C’est I'espace des matrices m x n. Si
oeJY o= (0,;) (i=1,...,m;5=1,...,n), un représentant de o est une
application f : (R™ 0) — (R",0) dont la matrice jacobienne J(f) en 0 est égale
a 0. Or nous avons vu qu’'une des données essentielles de la structure locale de
f en 0 est le rang de sa matrice jacobienne. Il est donc naturel de stratifier J*
par le rang de ses éléments. Soit p = min(m,n). Le rang de o € J' peut aller
de p (rang maximal) a 0. Soit S; I’ensemble des o € J* de rang p—i. Sy = pJ!
est la strate réguliere de J* et S, = {0}. Les S; constituent clairement une
partition de J' par des sous-ensembles L'-invariants (puisque le rang d’une
matrice est un invariant pour action de L'). En fait :

Proposition 44. — So, S1,...,S, sont les orbites de J'. S; = Uj Sivj, J =
0,....,p—j et S; est une sous-variété plongée de J' de codimension c; =
(m—p+1i)(n—p+i), i.e. (m—n+i)i si m > n et i(n—m+i) si m <n. Qui plus
est, si j1f € S; il existe des coordonnées locales (T, ..., Tp—iy Tp—it1s- -, Tm)
et (Y1, Yp—is Yp—it1, - - - Un) telles que f s’écrive sous la forme :

{yi—xi pourt=1,...,p—1,
y;j = @;(x) pour j=p—i+1,....n,

890]‘ . .
avec 8_(0> =0pour j=p—i+1,....net l=1,...,m. Dans ces coor-
Ty

données, la matrice jacobienne J(f) est de la forme

I,; 0

0 O
On remarquera que si j'f € Sy, f n'est pas déterminée par son 1-jet
puisque ¢ est arbitraire. On remarquera aussi que les fermetures S; des 5;

sont des ensembles algébriques de J' puisqu’ils sont définis par 1’annulation
des mineurs des matrices o € J'. Qui plus est, le lieu singulier de S; est S

et Sl = Sz - gzqu.
8.1.3 Le cas de J? pour les fonctions

Tentons maintenant de stratifier J?. Soit 7 = mo; la projection canonique
J? — J'. Soit S? = 771(S;). Considérons d’abord le cas n = 1 des fonctions
f:(R™0) — (R,0). J' ne comprend que deux strates pJ' et {0}. En effet, les
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matrices jacobiennes J!(f) étant des matrices lignes ¢ = (071, .. ., 0,,) elles sont
soit de rang 1 (et f est une submersion) soit de rang 0 (et 0 est point critique de
f). Un élément 7 € J? est un couple 7 = (0, H) ot o € J' et H est une forme

quadratique, a savoir le hessien de f, H = (azzaj;j>' Comme S2 = 7 1(Sp) =

71 (pJ') est la strate réguliere de J? sur laquelle les f sont déterminées par
leur 1-jet, il reste a considérer Paction de L? sur S? = {(0,H) € J?}. Cela
revient a classer les formes quadratiques sous I'action de L2. Pour cela, il faut
d’abord connaitre 'action de L?(m, 1). H est la forme quadratique intervenant
dans le développement de Taylor f(0)+ 0 -2 +2'Hz+ O(3) ol x est le vecteur
colonne (z1,...,7,), ' le vecteur ligne transposé et O(3) indique les termes
de degré > 3. Soit ¢p € L?(1). C’est le 2-jet d’une fonction ¢ : (R,0) — (R, 0)
définie par ¢g(y) = uy + O(2) avec u # 0 car g doit étre inversible en 0. Soit
© € L*(m). Clest le 2-jet d’une application h : (R™,0) — (R™,0) définie par
h(x) = Ax+O(2) avec A inversible. On vérifie que I'action de (¢, 1)) sur (0, H)
donne (0,u - A'HA). 1l faut donc classer les formes quadratiques H (i.e. les
matrices symétriques (h;;) 4,j = 1,...,m) en considérant comme équivalentes
Hetu-A'HAouu # 0et A€ GL(m,R). Cette classification possede deux
invariants :

(i) Le rang de H. Sir est le rang de H, il existe un sous-espace de dimension
r de R™ sur lequel la restriction H, de H est une forme quadratrique
non dégénérée.

(ii) Silerang de H est r, le second invariant est [’indice i de H,, i.e. le nom-
bre de signes négatifs intervenant dans la forme normale de H, lorsque
I’on choisit des axes principaux.

On a donc une décomposition de J?(m, 1) en orbites :
JP=pJ*UH,;, r=0,1,....m;i=0,1,...7

Remarquons que le théoreme de Morse (théoreme 20) dit que si H(f) € H,,;
(point critique non dégénéré), f est déterminée par son 2-jet.

8.1.4 Le cas général de J>

Dans le cas ou n est quelconque, nous allons voir qu’il peut y avoir une in-
finité non dénombrable d’orbites dans J?(m,n). Considérons la strate la plus
singuliere S, de J', i.e. le point (0) (matrice jacobienne J(f) = 0). Soit
¥ =82 =7 (S,). La décomposition de X en orbites fournit le renseigne-
ment essentiel sur la structure de J2. Elle indique en effet comment se leve
la dégénérescence des f admettant en 0 un point “maximalement” critique.
Si FeX F=(0,H,...,H,)on 0 € J' et H, i =1,...,n, sont les
hessiens en 0 € R™ des composantes fi,..., f, de f. Soient o € L*(m) et
Y € L*(n). Comme ¢ et v sont des germes de difféomorphismes, on peut les
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linéariser par changement de coordonnées locales et donc écrire p(z) = U~1(x)
et Y(y) = V(y) avec U € GL(m,R) et V € GL(n,R). 1l est facile de
vérifier que, sous l'action de ¢ et ¢, F devient F' = (0,H,...,H)) avec
H, = Z?:l Vi ;U'H;U. Un simple calcul de dimensions montre alors qu’il peut
exister une infinité non dénombrable d’orbites dans ¥. En effet la dimension

m(m+ 1)n  m(m+ 1
de ¥ est 5 ( 5
H;). D’autre part, la dimension d'une orbite est nécessairement inférieure a
celle de L'(m) x L'(n), i.e. m? +n?. Si donc

dimensions pour chaque hessien symétrique

m? +n? < —mn(m +1)

2
il y a une infinité non dénombrable d’orbites dans ¥. Remarquons quesin =1,
cette inégalité est fausse. Elle équivaut en effet & m? —m+2 < 0, or m? —m+2
est toujours positif.

Nous voyons donc que la situation devient vite assez peu maniable. Bien
que LF opere algébriquement sur J*, il peut se faire que certaines orbites
aient une fermeture topologique qui ne soit pas un sous-ensemble algébrique
de J*. Tel est par exemple le cas des orbites H,; de J*(m,1). H,; n’est
pas un ensemble algébrique de J?(m, 1) car le fait d’étre d’indice i n’est pas
définissable par des équations polynomiales des coefficients de la matrice H .38

D’ou l'idée suivante de René Thom. Soit f : (R™,0) — (R",0). Con-
sidérons d’abord son 1-jet. Nous avons vu que ’espace J' est “bien stratifié”
par ses orbites Sy, St, ..., S, sous L'. Supposons que j'f(0) € S; et que j'f
soit transverse sur S;. On dira alors que f présente transversalement la singu-
larité S; en 0. Cela ne sera possible que sous certaines conditions de dimension
et de codimension et sera toujours le cas si f est stable. Si f présente la singu-
larité S; transversalement, alors S;(f) = 7' f71(S;) est une sous-variété (en fait
un germe de sous-variété) de (R™,0) de méme codimension dans R™ que S;
dans J' d’apres la proposition 11. On peut donc définir la restriction ﬁ = fls,
de f a95;. ﬁ 1 5; — R™ est une nouvelle application différentiable et 'on peut
considérer son 1-jet en 0 . La strate a laquelle appartient j!f;(0) dépend du
2-jet de f et on va chercher des sous-variétés S, ; de J*(m,n) possédant la
propriété suivante : si j!f présente transversalement S; en 0 alors jlﬁ(O) ap-
partient & la strate S; de J'(S;(f),R™)(0,0) si et seulement si j2f(0) appartient
a Si,j'

La théorie de Thom-Boardman consiste d’abord a construire les S; ; qui
sont donc des types universauzr de singularités, puis a itérer le processus afin
de construire des S; ;.. eux aussi universaux. Pour 'expliciter, esquissons la
facon dont elle intervient en dimensions m = n = 2. Il s’agit la en effet d'un
cas déja traité dans les années 1940 par Hassler Whitney et qui est a l'origine
du “programme de Thom”.

38Pour des précisions sur cette difficulté, cf. Levine [16].
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8.2 Le théoreme de Whitney : plis et cusps

Soit donc f : (R%,0) — (R?0) un germe d’application du plan sur le plan.
Considérons d’abord son 1-jet. J'(2,2) est I'espace vectoriel de dimension 4

des matrices 2 x 2 : 0 = ((cl Z) . Il est décomposé en 3 strates par l'action de

L'(2,2).

(i) La strate réguliere Sy = pJ' des matrices o de rang 2, i.e. inversibles.
f est alors un difféomorphisme local d’apres le théoreme 3 d’inversion
locale.

(ii) La strate S; des matrices de rang 1. La fermeture S; de S; est 'ensemble
des matrices de déterminant nul. C’est la sous-variété algébrique de
J! ~ R* d’équation ad — bc = 0. Elle admet une singularité a I'origine
et est de codimension 1.

(iii) La strate So = {0} de la matrice nulle.

Comme S est de dimension 0 et donc de codimension 4 et que R? est de
dimension 2, j!f ne peut intersecter transversalement S, que si elle [’évite.
Autrement dit, f ne peut présenter transversalement que la singularité S;.
Si tel est le cas, Si(f) est une sous-variété de codimension 1 (= codim.S;)
de R?, i.e. une courbe réguliere 3 de R?. Considérons alors la restriction
fide faX fi:¥ — R% Elle nous ramene a la stratification de J*(1,2).
J'(1,2) est le vectoriel de dimension 2 des couples (%, %) ou z est une
coordonnée locale sur (3,0) et (hq, hy) sont les composantes d'une application

h:(%,0) — (R%0). J(1,2) comprend deux strates:
(i) la strate Sy des matrices de rang 1 (plan épointé de 'origine);

(i) la strate S; = {0}.

Comme application quelconque de ¥ dans R?, ﬁ ne pourrait pas présenter
transversalement S; car codim S; = 2 > dim¥ = 1. Mais f; n’est pas quel-
conque. Supposons d’abord que 0 soit un point régulier de f; : ¥ — R2, i.e.,
si I'on suppose les S;; construits, que 0 € Sy o(f). J%(2,2) est un espace de
dimension 4 + 3+ 3 = 10 et le 2-jet de f est donné par (J, Hy, Hs) ou J est la
matrice jacobienne et H; et Hs sont les hessiens des composantes (fi, f2) de f.
Dire que 0 € 51(2,2) c’est dire que J est de rang 1 et donc que I'application
linéaire tangente Dy f admet un noyau unidimensionnel K. Il y a par suite en
0 € M = R?, deux sous-espaces unidimensionnels de TyM : d’une part Ty et
d’autre part K = Ker Dy f. D’ou une double possibilité (cf. figure 4).

1. Ty et K sont transverses en 0;

2. Ty et K sont confondus en 0.
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A A

Figure 4: Les deux possibilités pour une singularité S; présentée transversale-
ment.

Montrons que le cas 1 équivaut au fait que 0 € Syo(f). f sera alors
une submersion avec plis en 0 (¢f. 'exemple 5 de la section 6.1). Dire que
0 € S10(f) c'est dire que J/C\l : ¥ — R? est de rang 1 en 0, i.e. une immersion.
Mais cela signifie précisément que Ty n’est pas le noyau K de Dyf, i.e. que
To> et K sont transverses.

Théoréme 45 (Whitney). — Si 0 € Sy o(f), on peut trouver des coordonnées
a la source (x,y) et des coordonnées au but (X,Y) telles que f s’écrive sous
la forme normale X = 22 etY =y.

Preuve. — f; étant une immersion, f(X) est une courbe réguliere de N = R?
et on peut donc la prendre pour coordonnée Y (i.e. la définir par X = 0).
Comme ]/“\1 : X — f(X) est un difféomorphisme, on peut choisir y et Y de fagon
a ce que f s’exprime relativement a y par Y = y et que X soit d’équation

x = 0. Dans ces coordonnées f prend la forme: (z,y) — (g(z,y),y) et la
dg 9g

matrice jacobienne J de f s’écrit (‘96’3 311/). Elle est de rang 1 si % =0. 1

faut donc que % s’annule sur X, i.e. pour z = 0, alors que, par construction,
g s’annule pour = 0. Cela implique que 'on puisse prendre g = 2. Il

Comme pour les points critiques non dégénérés en théorie de Morse (cf.
Théoreme 20), il existe ainsi une forme normale pour les points singuliers de
type S1,0 des applications du plan dans le plan qui présentent S; transversale-
ment. De tels points singuliers s’appellent des singularités pli. Cette appella-
tion est naturelle si l'on se réfere a la figure 5.

Considérons maintenant le cas 2 ou ToX et K = Ker Dy f sont confondus,
c’est-a-dire ou 0 € Sy 1(f). Dire que f présente transversalement la singularité
S11 en 0 c’est dire que le contact (la tangence) en 0 de ¥ et du champ Ker D, f
pour x € ¥ est un contact simple. Dans ce cas on a le :

Théoréme 46 (Whitney). — Si f présente transversalement en 0 une sin-
gularité Siy (ce qui est une condition sur son 3 -jet), on peut trouver des
coordonnées a la source (x,y) et des coordonnées au but (X,Y) telles que f
s’écrive sous la forme normale X = xy + 2%, Y = 1.

Preuve. — Comme f est de rang 1 en 0, on peut choisir (z,y) et (X,Y) de
figon a ce que j;hs’écrive sous la forme Y, =y et.X = h(z,y) avec 22(0) =
5,(0)=0et D (2%) # 0 (car sinon f ne présenterait pas S; transversalement).
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Figure 5: La singularité pli (la projection est la projection sur le plan (y, X)
parallelement a la direction horizontale x).

oh  oh
Comme la matrice jacobienne est la matrice (85"’ f’1y> de déterminant %,
S1(f) est la courbe 2% = 0. Ker Dof est engendré par 2. Comme Tp¥ =

Ker Dyf, on a %(O) = 0 et, pour que S;; soit présentée transversalement

(contact simple entre ¥ et le champ Ker D, f), il faut que l'on ait 337};(0) # 0.
h est donc une fonction telle que :

1. 1(0,0) =0,

2. Gr0) = 5:(0) =0,
3. %(0) =0 et

4, %(0)7&0.

Soit I' 'anneau des germes en (0) d’applications a : R? — R%. Via f, T
devient un I'-module défini de la fagon suivante : si @ € I' comme anneau
et b € I' comme [-module, on pose a - b(z,y) = a(f(x,y)) - b(x,y). D’apres
les propriétés de h, le quotient T'/ ((y,h) + m?) est engendré par 1,z et x°.
D’apres le théoréme de Malgrange, I' est donc engendré par 1,z et 22 comme
[-module. On a en particulier:

2% = 3ay(y, h)x® + a1 (y, h)x + ag(y, h)
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olt ag, a; et as s’annulent en 0. Autrement dit, on peut écrire (r—a)*+b(r—a) =
¢ ou a, b, c sont 3 fonctions de (y, h) s’annulant en 0. Or il est facile de vérifier
que si l'on prend ' =z — a(y,h), ¥ = b(y,h), X' =c(X,Y) et Y/ =b(X,Y)
on obtient bien de nouvelles coordonnées. Dans ces coordonnées, f s’écrit sous
la forme normale de Whitney. O

Une singularité S; ; présentée transversalement s’appelle un point cusp. Les
singularités cusp sont nécessairement isolées pour des raisons de codimension.

Ces résultats se globalisent facilement. Et comme nous avons indiqué dans
I’exemple 5 de la section 6.1 qu'une submersion avec plis n’est stable que si
I'image f(S1(f)) de son ensemble de points plis est une immersion a croise-
ments normaux, nous arrivons a une caractérisation géométrique complete des
applications stables en dimensions m = 2, n = 2.

Théoréme 47 (Whitney-Thom). — Soit f : M — N une application struc-
turellement stable entre surfaces. Alors f ne peut posséder comme singularités
que des singularités pli et des singularités cusp. Les premiéres constituent des
courbes régulieres Y de M dont les secondes sont des points isolés. L’ tmage
de ¥ par f est un ensemble de courbes de N n’admettant comme seules sin-
gqularités que des cusps et des croisements normauz.

8.3 La construction des S; et les travaux de Boardman

Le théoreme 23 de Morse résout a un premier niveau le probleme de la structure
des applications f : M — N pour m quelconque et n = 1. Le théoreme 47
de Whitney-Thom le résout pour m = 2 et n = 2. Il s’agit de généraliser ces
résultats aux dimensions quelconques.

Le théoreme fondamental de Boardman consiste a montrer que, pour tout
k-indice I = (i1,...,4x) avec iy > iy > ... > ix > 0, on peut définir un sous-
fibré universel S; du fibré J*(M, N) — M x N ayant la propriété que si j*f est
transverse sur tous les Sy ott J est un f-indice, £ < k, alors j* f(x) € Sy équivaut
axeS;, (S, ,(...(5,(f)))). Sa démonstration étant tres technique, nous ne
I’aborderons pas ici. Nous nous bornerons a en indiquer le cadre conceptuel
(théoréme des extensions jacobiennes).?

8.3.1 L’espace J*(M, N) des jets d’ordre infini et le fibré tangent D

Comme le montre le théoreme de Whitney, si [ = (iq,...,0),si I’ = (i1,...,95_1)
et si j*71f(a) € Sy, le fait que que j¥71f soit transverse sur Sy en 5571 f(a)
est une condition portant sur le k-jet j*f de f. Si 'on veut pouvoir définir par
récurrence les S; quelle que soit la longueur |I| = k de I, il faut donc pouvoir
passer a volonté de J* & J**'. Cela conduit naturellement, si I'on veut une
formulation élégante et conceptuelle du probleme, a travailler dans I'espace des
jets d’ordre infini J*°(M, N) que nous noterons simplement J(M, N) ou méme
J. Cet espace J n’est plus un fibré de dimension finie dont les fibres sont des

39 Cf. Boardman [6].
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espaces de polynomes. C’est un fibré de dimension dénombrable dont les fibres
sont des espaces de séries formelles (les séries de Taylor). En négligeant les
détails techniques, nous ferons ’hypothese que 'on peut y travailler comme
dans un espace de jets de dimension finie.

D’autre part, si 'on considere 'application jet j*f : M — J*(M, N), elle
admet une application linéaire tangente D, ( gk f ) :T,M — T,J en tout point
a € M, avec 0 = j*f (a). 1l est clair qu'il existe une relation entre D (j* f)
et le (k+ 1)-jet j**1f. Ensuite, les vecteurs tangents aux espaces de jets qui
interviennent sont toujours des vecteurs tangents particuliers, images par des
D ( gk f ) de vecteurs tangents a M, i.e. obtenus obtenus a partir de dérivations
en les seules variables (x1,...,2,,). Enfin, lorsque l'on travaille dans J(M, N)
on travaille & chaque fois dans un J*(M, N) et si la considération de J(M, N)
est nécessaire c¢’est que l'on ne peut pas borner k a priori.

Ces remarques ont conduit Boardman a considérer sur J(M, N) un sous-
espace D du fibré tangent T'J qui soit adapté a la situation. Pour le présenter
de fagon commode, il est utile, (z1,...,2,) et (y1,...,y,) étant des systemes
de coordonnées, de traiter les x; et les y; comme des fonctions coordonnées
zi: M — Rety,: N — R. Les composantes (fi,..., f,) de f ne sont alors

rien d’autre que les composées f; =y, o f, M L NB R
8.3.2 Les fonctions différentiables sur J>°(M, N)

Appelons alors fonction différentiable sur un ouvert U de I'espace de dimension
infinie J, une application ¢ : U — R qui se factorise localement par un J*,
i.e. telle que p = 1 oy, olt m : J — J* est la projection canonique (troncage
des jets a l'ordre k) et 1 : V' — R une application différentiable d’un ouvert
V 2 7, (U) de J* dans R. Un telle factorisation doit exister pout tout o € U,
mais le nombre &k qui y intervient peut ne pas étre borné lorsque o parcourt
U.

Notons F (U) 'espace des fonctions différentiables sur U C J. Les champs
de vecteurs tangents sur U associés a 'espace tangent D qu’il s’agit de con-
struire seront interprétés comme des dérivations sur F (U). Or remarquons
que si my et my sont les projections canoniques my @ J — M (application
“source” des jets) et my : J — N (application “but” des jets), les fonctions de
J dans R données par

Xi:xiowM,izl,...,m
}/j:yjoﬂ—]\/aj:]-?"wn
Zjoo =d*(yjo0)(a), j=1,...,n

01
o

ol @ = (ay,...,ap) est un multi-indice et ot d* est la dérivée partielle J—a7 o
1
... 0 gx_;:n’ sont des coordonnées locales de J au voisinage du jet o € J,.
m

40Pour simplifier les notations, nous faisons comme si les coordonnées étaient globales
mais évidemment on localise quand c’est nécessaire.
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L’espace tangent D est ’espace engendré par les seules dérivations D; =

ox;’
1 =1,...,m, opérant sur les coordonnées par
DiZjo0 = Zjp

ol [ est égal a v a ceci pres que «; y est remplacé par «; 1. Autrement dit, les
sections de D sur un ouvert U de J (i.e. les champs de vecteurs sur U) forment
un F (U)-module libre engendré sur F (U) par les D; : D € D si seulement si
D =>""""¢;D; avec ¢, € F (U). On remarquera que Z;, = D*Y; et que, si
I’on considere des multi-indices a tels que o + ... +ay, < K, les X;, Y et 75,
constituent des coordonnées locales en 7, (o) de J*.

Le fibré vectoriel D sur J (M, N') n’est ainsi rien d’autre que I'image réciproque

par l'application “source” my; : J — M du fibré tangent TM : D = n4, (T M)

D—TM

l |
J M M

Si V' est un ouvert de M et d un champ de vecteurs sur V, il lui correspond
un champ D € D (U) (ot U = 7} (V)) défini par Dpo jf = d(pojf) avec
¢ € F(U). On a D = w4, (d) et cette correspondance définit I’application
linéaire tangente du jet jf que nous noterons djf pour éviter des confusions
de notations

55 f

Si & € T,M est un vecteur tangent en a a M, si £ = ZZT a;d; (ou d; = %),
on a djf (§) =277 aiDs.
8.3.3 Rang et corang

Apres avoir ainsi défini le fibré tangent D, Boardman généralise les notions
de rang et de corang d’une application. Soit f : V' — N une application
différentiable d’un ouvert Vde M dans N (N = R"). La donnée de f équivaut
a celle de ses composantes (f1,..., fn), i.e. a un ensemble de cardinal n de
fonctions f; : V' — R. Réciproquement, si A est un ensemble de cardinal |A]
de fonctions h, : V — R, on peut lui associer une application hy : V — R4
Le rang r, A et le corang ¢, A de A en a € M seront alors ceux de I'application
linéaire tangente T,h 4, cette définition gardant un sens méme si A est infini.
Evidemment, r,A + c,A = m.
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Il en va de méme sur J (M, N).Sio € U C J, ou U est un ouvert de J, et si
A est un sous-ensemble de F (U), on lui associe une application hy : U — R4
ainsi que son application linéaire tangente (au sens de D) Thy : D — RMI Le
rang et le corang de A en o sont alors ceux de 'application linéaire T,h4. On a
encore, étant donné que D = 7}, (T'M) est engendré par les D; comme F (U)-
module, 7, A + ¢, A = m. On voit que cette construction “releve” dans (J, D)
ce qui se passe dans (M,TM). Soient ¢ € U C J, a = mp(0), b = 7wy (0)
et f:(M,a) — (N,b) telle que jf = 0. Soit A un sous-ensemble de F (U) et
Jf* (A) son image réciproque par jf : M — F. Alors r,A = r, (jf* (A)) et
CO'A = Cq (jf* (A))

La notion de rang permet de définir I’indépendance des fonctions p € F (U).
Si¢y,..., 0, € F(U), on dira qu’elles sont indépendantes en o si le rang de
leur systeme en o est maximal, i.e. égal a k.

Lemme 1. — Si pq,...,¢,, € F(U) sont indépendantes sur un ouvert U
de J (i.e. en tout o € U), alors il existe m champs de vecteurs Dy, ..., D,, €
D (U) qui satisfont Dip; = d45 et forment une base de D (U) comme F (U)-
module. Autrement dit, on peut substituer les fonctions ¢; aux fonctions coor-
données X;.

8.3.4 Extensions jacobiennes

La premiere définition des ensembles universels Sy se fait alors a travers ce que
I'on appelle les extensions jacobiennes. Ces extensions expriment en termes
d’algebre linéaire différentielle le fait que les S;,..;, (f) sont des

Six (Si_y (- (Si ()

autrement dit, le fait que 'on considere des itérations de restrictions de f a
des Sy, et que, a chaque fois, on utilise uniquement la stratification de I’espace
des 1-jets , i.e. le rang des matrices jacobiennes.

Pour comprendre comment s’introduisent naturellement ces extensions ja-
cobiennes, il faut d’abord démontrer le résultat suivant. Considérons une sous-
variété W de J (M, N). Soient a € M et f : M — N telle que 'application
jet jf soit transverse sur W en a. Au voisinage de a, 'image réciproque
Z = jf~' (W) est une sous-variété de M de méme codimension que celle de
W dans J (M, N). Or, étant donnés une sous-variété W d’une variété P et un
point € W, il est naturel de considérer I'idéal de I'anneau I',, (P) des germes
en x de fonctions h : P — R constitué des germes qui s’annulent sur W. Cet
idéal contient en effet I'information fonctionnelle traduisant la structure de W
en .

Soit donc o = jf (a) et A I'idéal de F (o) (I'espaces des germes en o de
fonctions différentiables h : J — R) associé a W. L’idéal 2 est I'espace des
germes en o de fonctions différentiables h : J — R s’annulant sur W.

Lemme 2. — L’application linéaire tangente en a de la restriction de f
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a Z = jf~Y (W) a un corang égal au corang en o de lidéal A + 74 (my)
(b= f(a)).

Preuve. — En effet, en o, W est I'image réciproque par m, : J — J¥
d’une sous-variété W* de J* (redescente en dimension finie). La transversalité
implique que jf* () engendre 'idéal des germes en a de fonctions h : M — R
s'annulant sur Z. Mais ¢, (A + 75 (mp)) = co (JF* (A) 4+ f* (my)) ot my, est
I'idéal maximal de l’anneau local I', (V). Or un vecteur ¢ € T, M n’annule
Jf* () que §’il est tangent a Z et n’annule f*(m;,) que s’il appartient au
noyau de T,f. Les & € T,M qui s’annulent sur jf* () + f*(m;) sont donc
ceux du noyau de l'application linéaire tangente en a de la restriction de f a
la sous-variété Z. 0

Ce lemme justifie en partie la définition suivante des extensions jacobi-
ennes, la justification devenant complete a travers leur théoreme de structure
(théoreme 50).

Définition 48. — Soit A un sous-ensemble de F (U). Sa k-iéme extension
jacobienne A*A est par définition l'idéal de F (U) engendré par A et par tous
les mineurs ¢ x { de type det (D;a;) avec D; € D(U), a; € A, 1,5 =1,...,¢
et t=m—k+1.

Soient alors 0 € J et b = 7y (o) son but. A travers 7y : J — N, on
peut considérer m;, comme un sous-espace de F (o). Les extensions jacobiennes
Al'my, A2A%my, ete. sont donc bien définies.

Définition 49. — Soit I = {iy, ..., ix} un multi-indice. L’ensemble universel
St est l'ensemble des jets o € J tels que l'on ait ¢, (my) = 1y, ¢, (A"my) = iy,
ey Co (Aik*l c. A“mb) = Zk’

8.3.5 Exemples simples

Cette définition est évidemment tres abstraite. On peut l'expliciter dans les
cas simples. Soit d’abord I = {i}. Un jet ¢ € J sera un élément de S; si et
seulement si ¢, (M) = 7. Mais ¢, (my) = ¢, (j f* (my)). Or, étant donné que 'on
a considéré m, comme plongé dans m, a travers my et que myojf = f, on a
Jf*(my) = f* (my). Il s’agit donc de calculer le corang en a € M de 'idéal de
I'image réciproque de m; par f. Mais ce corang est tout simplement celui de
I’application linéaire tangente D, f de f en a et donc o € §; si et seulement
si D,f est de corang i, i.e. si et seulement si a € S; (f). On retrouve ainsi la
définition précédente des S; mais en ayant fait le détour par les idéaux m,, m,
et f*(my) et par leur “relevement” dans F (o).

Considérons maintenant les ensembles universels de type S;; correspon-
dant a I = {i,j}. Pour qu'un jet o appartienne a S;;, il faut a € S; (f) et
¢y (A'my) = j. Par définition, A'my est I'idéal de F (o) engendré par my, et par
les déterminants ¢ x ¢ det (Dyay,) avec ay, € my, Dy € D (o) et £ =m — i + 1.
Puisque sur my, les D, s’identifient aux d; qui sont les dérivations en les seules
variables x1, ..., x,,, on voit qu’il s’agit bien de passer de fonctions a des ma-
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trices jacobiennes.

Cette définition des S} par des extensions jacobiennes n’est évidemment pas
tres maniable. Le second point important développé par Boardman concerne
la possibilité de les exprimer de facon plus simple en faisant apparaitre leur
stratification naturelle. Il s’agit 1a du point le plus technique.

Remarquons d’abord que I’on peut considérablement restreindre le nombre
de générateurs d'une extension jacobienne. Cela est important car dans la
définition des S; on use d’extension jacobiennes d’idéaux.

Lemme 3. — Soit A C F(U) et A l'idéal de F (U) engendré par A. Soit )
un systeme générateur de D (U) comme F (U)-module. L’extension jacobienne

AR est engendrée par A et les déterminants det (D;o;) avec D; € Q et a; €
A.

Si nous revenons alors au cas des S;;, on voit que, puisque m; est engendré
par les fonctions coordonnées y; et que les 8%1_ engendrent D (U) comme F (U)-
module, il s’agit de calculer le corang en a € M de l'idéal engendré par les
composantes de f et certains déterminants (m — i+ 1) x (m —i+ 1) de leurs
dérivées partielles du premier ordre.

8.3.6 Les théorémes de structure

Le lemme 3 permet de démontrer le théoreme fondamental de structure des
extensions jacobiennes. Soit C' un sous-ensemble de F (U) composé de m — k
éléments indépendants sur U : C' = {gol, N gom,k}. Considérons les champs
tangents sur U (au sens de D) qui annihilent C, i.e. les D; tels que D;p; = 0.
Ces champs constituent un sous-fibré K de D |y dont la fibre est de dimension
k. En effet, les fonctions ¢, sont des coordonnées locales puisqu’elles sont

indépendantes. Supposons qu’elles soient égales a Xy, ..., X, . Alors K est
engendré par les 8%1, . %;a_k. Soit 'k = I' (U) le F (U)-module des sections
de K.

Théoréme 50 (structure des extensions jacobiennes). — Pour tout idéal 2
de F (U) engendré par un ensemble A contenant C, on a AFA = A+T (.
Qui plus est, l'idéal T2 est indépendant du choiz de C'.

Preuve. — En effet, écrivons D = K & L avec L un supplémentaire du
sous-fibré K. Les fonctions ¢; étant indépendantes, il existe des champs sur
U, Di,..., Dy, tels que Dip; = 4,5 pour 4,5 = 1,...,m — k. Ces champs
forment une base de L sur U. Appliquons le lemme 3. On n’utilise donc que
les fonctions de A, les champs D; et les champs de ' dans les déterminants
(m —k+ 1)x(m — k + 1). Mais comme il n’existe que (m — k) D; indépendants,
dans tous ces déterminants il faut au moins une colonne composée de Do avec
D € T'g et donc tous ces déterminants sont dans I'x 2. En fait on obtient ainsi
tout FKQ[ ]

Ce théoreme permet d’expliciter la structure stratifiée des ensembles uni-
versels S; définis par les corangs des extensions jacobiennes successives de
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I'idéal my. L’idée est de considérer des suites indexées par I de sous-fibrés I'g
annihilant des éléments indépendants de F (U).

Définition 51. — Soient I = {i1,...,ix} et U un ouvert de J. Un I-drapeau
sur U est une suite D |y= Ko D Ky D --+ D K}, de sous-fibrés de D |y tels
qu’il existe des C,...,Cy de cardinal |C,| =i, — i, satisfaisant

1. K, a des fibres de dimension i,;
2. K, est le fibré des champs annulant Cy U --- U C,;
3. C1U---UC, est un systéme indépendant sur U,

4. Cy CcT'(ny(U)) et C. C T'poy---ThI (mnU) (ou T, est le module des
sections de K,.);

5. les fonctions de C, sont en fait des fonctions sur m,_y (U) C J" 1.

Etant donné un I-drapeau K sur U, on lui associe son idéal Ay défini par
Q(K = P1F(7TNU) +F2F1F(7TNU> +"'+Fk,1"-F1P(7TNU)

On dit que K est nul en 0 € U si Ax C m,.

Théoréme 52. — Soient 0 € U et b =y (o). Soit K un I-drapeau sur U.
Alors Almy, = Ax+F (U) .my,.

Ce théoreme donne la structure des extensions jacobiennes successives in-
tervenant dans la définition des ensembles Sj.

Théoreme 53. — Un jet o appartient a Sy si et seulement si il existe un
I-drapeau K sur U nul en o. Tout I-drapeau sur U est alors nul en o.

Ces deux théoremes fournissent la structure des ensembles universels St et
impliquent qu’ils ne sont non vides que si iy > -+ >4, >0, m >4 >m—n
et, dans le cas ot iy = m —mn, si iy = --- = ix. A partir de la, il reste & montrer
que si f : M — N est une application telle que jf soit transverse sur Sy, alors
Sri (f) = S; (f Isy(p)). Pour cela, il faut disposer d’outils assez raffinés et en
particulier de ce que l'on appelle les dérivées intrinseéques (rappelons que les
dérivées partielles ne sont pas intrinseques).

8.3.7 La stratification de 1’espace source

Soit f : M — N une application stable. Elle satisfait les conditions de
transversalité du théoréme de Boardman et les sous-variétés Sy(f) = 55 f~1(S7)
sont donc bien définies. Qui plus est, elle satisfait une condition de type “croise-
ments normaux” analogue a celle que nous avons rencontrée en 6.1 a propos des

submersions avec plis. Plus précisément, si Iy,..., I, sont des multi-indices,
siz; € S(f), i =1,...,s, sont des points de méme image y respectivement
de type I, ..., I et si T; est l'espace tangent a Sy, (f) en z;, les sous-espaces
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D, f(T1),...,D,, f(Ts) doivent étre en position générale dans 7, N. Si l'on
appelle application de Boardman une application f : M — N satisfaisant
les conditions de transversalité permettant de définir les S;(f) ainsi que cette
condition de croisements normaux, on a donc la

Proposition 54. — Si f: M — N est une application stable alors c’est une
application de Boardman.

Evidemment, il serait particulierement intéressant de pouvoir montrer la
réciproque puisque cela caractériserait géométriquement les applications sta-
bles. Mais cela est impossible pour des raisons que Golubitsky et Guillemin
explicitent de la facon suivante. Si f est une application de Boardman, f
stratifie son espace source M, les strates de la stratification étant :

(i) les composantes connexes de I'ensemble des points réguliers M —{J, S;(f);
(ii) les ensembles de Boardman S;, i, , o(f)-

Restreinte a chaque strate, f est localement triviale, i.e. est une submersion
ou une immersion a croisements normaux. f peut donc étre considérée comme
un “recollement” de ses restrictions localement triviales aux strates. Pour
démontrer que f est structurellement stable, 1'idée serait de partir de g voisine
de f et, en utilisant la stabilité des propriétés de transversalité, de montrer que
la stratification de g est équivalente a celle de f. Mais cela n’impliquerait pas
pour autant que g soit équivalente a f car la connaissance de la stratification
de f et de son type (submersion ou immersion & croisements normaux) sur
chaque strate ne suffit pas a caractériser f a équivalence pres. Il suffit par
exemple de considérer les fonctions de Morse ¢, f : R? — R données par
flz,y) = 22 + y? et g(x,y) = 2% — y?. Dans les deux cas, la stratification se
réduit A la strate réguliere R? — {0} sur laquelle f et g sont des submersions et
a la strate singuliere {0} sur laquelle f et g sont des immersions. Pourtant f
et g n’ont méme pas le méme type topologique puisque pour f le point critique
non dégénéré est un minimum alors que pour g il est un col.

Si la stratification de Thom-Boardman n’est pas suffisante pour caractériser
le type différentiable d’une application c¢’est qu’elle est définie en termes d’exten-
sions jacobiennes et que celles-ci ne permettent pas d’exprimer des invariants
comme par exemple la signature du hessien en un point critique non dégénéré
d’une fonction de Morse. Rappelons que c’était d’ailleurs cette méme difficulté
qui conduisait dans la stratification de J? & des orbites dont les fermetures
topologiques n’étaient pas des ensembles algébriques de J? (cf. section 8.1.4).

9 Codimension et détermination

Dans les précédentes sections, nous avons indiqué d’une part comment la sta-
bilité structurelle pouvait se caractériser comme stabilité par déformations et
comme stabilité infinitésimale, c’est-a-dire par la surjectivité de certains mor-
phismes mixtes et d’autre part comment les applications de Boardman (et
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donc en particulier les applications stables) se décomposaient, via la stratifi-
cation de leur espace source, en “composantes” localement triviales. Dans les
sections qui suivent, nous tenterons de préciser les autres idées directrices du
paradigme morphodynamique et en particulier les notions de détermination,
de codimension, de modele transverse et de déploiement universel. Cela nous
conduira a la classification et a la géométrie des catastrophes élémentaires.

9.1 Le probleme général

Rappelons la situation générale des modeles statiques (cf. section 1.2.3). On
considere un champ o : W — F envoyant un espace externe W dans 'espace
fonctionnel F = C*°(M,R) des potentiels sur un espace interne M (F est
un espace de Fréchet si M est compacte) et 1'on cherche la trace sur W de
I’ensemble catastrophique intrinseque K constitué des fonctions structurelle-
ment instables.

On supposera M compacte (ce qui permettra d’utiliser le théoreme de sta-
bilité 27 de Thom-Mather) et, dans un premier temps, on se localisera dans W
au voisinage d'un point catastrophique wy € o= (Kz)NW. Soit f = fo = fu,-
D’apres le théoreme 23 de Morse, une fonction f : M — R est stable si et seule-
ment si ¢’est une fonction de Morse excellente. Comme f € Kz, f admet des
points critiques dégénérés et /ou des valeurs critiques égales. Il s’agit d’étudier
la structure de F au voisinage de f. Une telle étude ne pourra s’effectuer
correctement que dans le cas ou :

(i) Porbite f de f sous L'action de G = Diff(M) x Diff(R) admet en f une
section transverse de dimension finie (cas dit de codimension finie);

(i) Pon peut “descendre” dans un espace de jets J*(M,R) ou la situation
devient algébrique (cas dit de détermination finie).

Si tel est le cas, on se trouvera ramené a ’analyse des modeles transverses
a j*f dans J* (théorie des déploiements universels), i.e. & I'analyse de germes
de déformations fr de base (T,0) ou T est de dimension égale a la codimension
de f.

Si, munis des résultats d’une telle étude, on revient a la situation générale
o : W — F équivalente a la donnée d’une déformation f,, w € W, de fo = f,
on peut considérer dans M x W le sous-espace Y constitué des points cri-
tiques des f,. Si la déformation f, est générique, i.e. si o est transverse
sur Kz, les f, seront génériquement des fonctions de Morse excellentes et
> sera donc un espace de méme dimension que W constitué de nappes au-
dessus de W engendrées par la variation des points critiques de f,, lorsque w
varie dans W. Cette situation généralise celle en dimension 2 traitée par le
théoreme de Whitney (théoremes 45, 46, 47). La restriction a 3 de la projec-
tion m: M x W — W s’appelle l"application catastrophique de la déformation
fw et I'on peut espérer arriver, dans les cas simples, a une classification des
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applications catastrophiques ainsi qu’a des formes normales. C’est ce parcours
que nous allons esquisser. Il repose essentiellement sur la traduction des situ-
ations rencontrées en termes d’anneaux locaux, d’idéaux et de modules et sur
I'usage répétitif des deux outils algébriques fondamentaux que sont le lemme de
Nakayama (théoreme 39, lemme) et le théoreme de préparation différentiable
de Bernard Malgrange (théoreme 39). Notre présentation suivra étroitement
le texte de John Mather [21].

9.2 L’anneau local de f en a

Soit f: M — N une application différentiable instable. Pour étudier la struc-
ture de l'espace fonctionnel F = C* (M, N) au voisinage de f, on étudie la
contribution de ses points critiques a son instabilité et pour cela on se multi-
localise en un ensemble fini S = {a’,...,a*} de points de M de méme image
b= f(S5) € N et on étudie la structure, au voisinage du germe, noté d, de
f, de l'espace Gg; = G des germes en S de fonctions g : M — N telles que
g(S)=nb.

Pour simplifier on supposera dans la suite que S = {a}. Le passage a un S
fini quelconque s’effectue sans difficulté.

Comme dans les sections précédentes, on travaillera avec les entités algébri-
ques suivantes. D’abord 'anneau I';, (M) = T', des germes en a de fonctions
h: M — R. C’est un anneau local d’idéal maximal m, constituédes h: M — R
s’annulant en a. Si (z1,...,z,,) est un systeme de coordonnées locales en a,
traitées comme des fonctions x; : U C M — R, m, est engendré par les z;
(en fait les germes d,,) et le germe &, € m¥ si et seulement si h et toutes ses
dérivées partielles jusqu’a l'ordre k — 1 s’annulent en a.*! On associe également
a f lanneau local I'y (N) = I'y, d’idéal maximal my, et le morphisme d’anneaux
f* . I'y, —» I'y défini par la composition avec f qui envoie m, dans m, et
transforme tout I',-module en un I',-module. L’anneau local quotient Q (a) =
Lo/ f* (my) T, s’appelle 'anneau local de f en a. C’est un anneau local d’idéal
maximal m; = m,/f*(my)I', qui, géométriquement, est I'idéal des germes des
fonctions h : (M,a) — R qui s’annulent sur la fibre f~1(b). Autrement dit,
Q) (a) est Panneau local des restrictions des fonctions h : (M,a) — R a la
fibre f~1(b).

Par un choix de coordonnées locales (x1,...,2,,) en a et (y1,...,y,) en b,
['y(N) devient isomorphe a &, et I'y(M) a &, et 'étude de la structure locale
de f au voisinage de a et b est donc celle du morphisme d’anneaux locaux
f*: &, — &, faisant de &,, un &,-module et, en particulier, celle de ’anneau
local Qf : £,/ f*(my,)En.

Donnons quelques exemples d’anneaux ).

1. Sif:(M,a) — (N,b) est une immersion (m < n) alors, d’apres la

4§ § = {al, e ,a“‘}, I's est ’anneau produit direct des I'; = I',, et I'idéal mg des germes
en S de h: M — R s’annulant en S est le produit direct des idéaux maximaux m; = mg,.
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Proposition 6, dans des coordonnées locales linéarisant f, f s’écrit sous la forme
normale y; = x; pour ¢ = 1,...,met y; = 0 pour j =m+1,...,n. On a donc
fly) =yiof=a;sii=1,....met f*(y;) =yjof =0sij=m+1,...,n.
Par conséquent, f*(m,) =m,,, my=0et Qs : &,/ f*(m,)Ey = En/my, 2 R,

2. Si f:(M,a) — (N,b) est une submersion (m > n) alors, d’apres la
Proposition 8, dans des coordonnées locales linéarisant f, f s’écrit sous la
forme normale y; = x; pour i = 1,...,n. On a donc f*(y;) = y; 0 f = x;
sii = 1,...,n et par conséquent, f*(m,)E,, est 'idéal de &, engendré par
(X1, ... xp). Qf + En/ f (my,)E,, est donc I'anneau local des germes en 0 des
fonctions des (m — n) variables restantes (41, ..., Zm) ~ En_n.

3. Supposons maintenant que f soit une fonction de Morse avec un point
critique non dégénéré en a avec une forme normale H () = > i~ " g;a? (g; =
+1,i=1,...,m). Alors f*(m,)&,, est 'idéal principal des fonctions g € &,, qui
s’écrivent comme produits g = Hg' et Q¢ s’obtient en annihilant ces fonctions.
Comme f*(m,)E,, C m?, my/m? est isomorphe & m,,/m, et est donc I'espace
vectoriel de dimension m des fonctions linéaires en les x;. Quant a mfc / mi;’c, c’est
I'espace des fonctions quadratiques en les z; quotienté par I'idéal principal (H ).
Comme le produit tensoriel de deux fonctions linéaires en les x; est une forme
quadratique en les x;, le hessien H de f en 0 est le noyau de 'application
linéaire (m,,/m?) ® (m,,/mz) — m7/m} et est donc dérivable de I'annecau
local Q¢. Cela montre que 'anneau local )5 est un invariant plus fin que la
stratification de Thom-Boardman.

4. Considérons maintenant un point pli a de f : (R? a) — (R?,b). D’aprés
le théoréme 45 de Whitney, f peut s’écrire sous la forme normale X = 22, Y =
y et donc f*(m,)E,, = (z2,y). Cela implique Q; ~ R [z] / (2%) et donc anneau
local @)y est I'espace vectoriel bidimensionnel des fonctions affines h () =
ao + a1 muni du produit

(CLO + alx) (bo + bl.l’) = aobo + (a0b1 + (llbo) T

ot z devient nilpotent (2? = 0). Quant a my, c’est I'idéal des h (x) = ayz
(ao = 0)

5. Si enfin a est un point cusp de f : (R? a) — (R?b), d’apres le théoréme
46 de Whitney, f peut s’écrire sous la forme normale X = oy + 2%, Y = y et
donc f*(m,)&, = (vy + 23, y). Mais I'idéal (zy + z?,y) est trivialement égal
a l'idéal (23, y) et par conséquent Q; ~ R[z]/(2*). Autrement dit, 'anneau
local @ est I'espace vectoriel tridimensionnel des polynomes du second degré
h(z) = ag + a1 + axx® muni du produit

(ao + a1z + a2x2) (bo + bz + bg:p2) =
aobo + (a0b1 + (llbo) T+ (aobg + a1b1 + CLQbo) ZL’2

ol « devient nilpotent (z* = 0). Quant a my, c’est 'idéal des h (z) = ayz+aza?

((IO = 0)
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Notons par ailleurs que les jets j*f(a) sont déductibles de f*. En effet,
comme f*(m,) C m,,, f* passe au quotient et induit pour chaque k& un mor-
phisme f; : &,/mF1 =€, /mEFL qui est une fagon d’exprimer j* f(a). La cor-
respondance f; <> j*f(a) est un isomorphisme entre J*(M, N),; et 'espace
des morphismes d’anneaux locaux entre &, /mF*t et £, /mifL.

Notons également qu’il existe un isomorphisme linéaire canonique entre
m,,/m2, et T M le dual de I'espace tangent T, M. Considérons en effet I’applica-
tion linéaire 6 : m,, — T, M qui associe au germe 1 = dg d’une fonction
g : (M,a) — R l'application linéaire tangente D,g (qui est une forme linéaire
sur T, M puisque Tyo)R ~ R). Il est trivial de vérifier que 6 est surjective car si
g=>S=r xig—ai (a) 4 --- est un élément de m,,, 0 (g) = S2.=7 g_:i (a) dx; = dg
et réciproquement. Il est évident que le noyau de 6 est m2. A travers ces
isomorphismes, le morphisme f; : TN — T M s’identifie a ’application
transposée de I'application linéaire tangente D, f : T,M — T, N.

Mather a fait de 'anneau local ¢y un usage systématique d'une grande
efficacité. En effet ses quotients successifs Q’; = Qy/mkf! (développements
de Taylor des restrictions ci-dessus) fournissent des invariants algébriques qui
sont plus fins, nous 'avons vu, que la stratification de Thom-Boardman (ils
permettent par exemple de retrouver le hessien de f en a). Dans le cas de sta-
bilité, ils permettent méme de classifier les types différentiables. Nous verrons
en effet plus bas (théoréeme 63) le résultat que si Q}L“ ~ QZ“ alors f et g
sont différentiablement équivalentes.

9.3 Equivalences, détermination et codimension

Une fois posés ces préliminaires, revenons a la notion de détermination. Rap-
pelons d’abord :

Définition 55. — On dit que f est déterminée a l'ordre k en a si :

(i) toute fonction g telle que j*g(a) = j*f(a) est équivalente a f en a, i.e.
si l’égalité des k-jets implique ’équivalence; et

(i) si k est le plus petit entier satisfaisant cette propriété.

On voit que la notion de détermination dépend de 1’équivalence choisie. Or
il existe plusieurs notions naturelles d’équivalence.

1. On dit que f et g sont d-équivalentes (équivalence a droite notée f ~ 9)
g'il existe un difféomorphisme ¢ : (M, a) — (M, a) tel que g = ¢! o f. La d-
équivalence est liée au groupe Gy = Diff M des changements de coordonnées
a la source.

2. On dit que f et g sont g-équivalentes (équivalence a gauche notée f ~ g)

g
s'il existe un difféomorphisme ¢ : (N,b) — (N,b) tel que ¢ = ¢ o f. La g-
équivalence est liée au groupe Gy = Diff N des changements de coordonnées
au but.
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3. L’équivalence différentiable, notée f ~ g, est la d-g-équivalence associée
au groupe G = G X Gy.

4. 1l existe une autre équivalence, plus technique, dénommée par Mather
équivalence de contact et correspondant a I'isomorphisme des anneaux locaux
Qy(a) et Qg4(a). On peut en donner une interprétation géométrique en disant
que les graphes* respectifs Gr; et Gr, de f et g ont “méme contact” avec
M, = M x {b} dans M x N, i.e. qu'il existe un difféomorphisme local de
M x N en (a,b) laissant fixe M, et échangeant Gry et Gr,. Cette équivalence
est elle aussi définissable par I'action d'un groupe G¢ sur F = C*°(M, N). En
effet, on commence par considérer des familles de difféomorphismes ¢, € Gy
dépendant différentiablement de x € M et laissant b fixe. Une telle famille
s’identifie & un difféomorphisme ¢,, de M x N compatible a la projection
canonique 7 : M X N — M et laissant M x {b} invariant point par point. Les
1, constituent un groupe G’ agissant naturellement sur F par ¢, (f) = g :
M — N avec g (x) = ¢, (f (x)).

Proposition 56. — f et g sont G'-équivalentes si et seulement si f* (my) T, =
g* (my) Lo

Soit en effet I, f = I I'idéal des germes en (a, b) de fonctions h : M X N —
R s’annulant sur le graphe Gr. Soit i I'injection canonique i : M ~ M x{b} —
M x N. A i se trouve associé le morphisme ¢* : I'y, (M x N) — I, (M). On
montre d’abord que i* (If) = f*(my)[,. En effet, étant donnée I’équation
y = f(z) de Gry, I est engendré dans I'y, (M x N) par les applications
s (i) =71 (f* (yi)),i=1,...,n,oum : MXxN — Metmy: M xN — N sont
les projections canoniques. Et comme i* (75 (y;) — 75 (f* () = —f* (y:), on
abieni* (Ir) = f* (my) ;. Supposons ensuite que f et g soient G'-équivalentes.
On a bien :

9" (my) T = 1" (Ig) = "pny (Ig) = 0" (Iy) = f* (mp) T

Réciproquement, supposons que l'on ait f*(m,) I, = ¢* (my) [, Alors il ex-
iste des matrices n x n, U = (u;;) et V = (vy;), sur I, telles que f*(y;) =
> it wigg™ (y;) et g* (yi) = >_521 viif* (y;). On peut supposer U inversible
car il existe toujours une matrice C' telle que W = C' (I — VU) + U soit in-
versible et 'on a Wg* (y) = Ug* (y) = f* (y). On peut donc remplacer s'il le
faut U par W. Il est alors facile de voir que le difféomorphisme 1), donné par
¥, (y); = D_5-1 uijy; établit une équivalence entre f et g. O

5. La G’-équivalence est définie par des familles v,, de difféomorphismes
de (N,b) paramétrés par M et ne tient donc pas compte des changements de
coordonnées dans la source M. Le groupe G¢ de I'équivalence de contact est
le produit semi-direct de G’ et de GG, dont les éléments sont des familles de

42Le graphe d’une application f : M — N est 'ensemble Gry = {(:17 f(@)}rem C M xN.
Il peut étre vu comme 'application f M — M x N définie par f( ) = (z, [ (x)).
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difféomorphismes non pas de N, mais entre N, et N, avec p € Gy (laissant
a fixe). Si 0 € G¢, il opere sur f par 0 (f) (x) = 0,10 f (¢ (2)).

Définition 57. — f et g sont dites C-équivalentes (équivalence de contact)
st g appartient a la Go-orbite de f.

Cela équivaut a dire qu’il existe ¢ € Gy tel que f o ¢ et g soient G'-
équivalentes.

L’importance de 1’équivalence de contact est d’étre directement liée aux
anneaux locaux Qs (a). En effet, dire que f et g sont C-équivalentes revient a
dire que les graphes Gry et Gr, ont méme contact avec M, dans M x N au
sens de la définition suivante.

Définition 58. — Soient M, Hy et Hy trois sous-variétés équidimensionnelles
en z d’une variété ambiante Z. On dit que Hy et Hy ont le méme contact avec
M en z si il existe un germe de difféomorphisme 0 de (Z, z) induisant l'identité
sur M et échangeant Hy et H,.

Soit I, (H;) l'idéal des germes en z de fonctions sur Z s’annulant sur Hj.
Sii: M — Z est I'inclusion canonique, ¢ induit un morphisme d’anneaux
entre I', (Z) et I', (M) et l'on pose Qurm, =1, (M) /i* (I, (Hy)). Qurp, est un
invariant du contact entre M et Hy et f et g sont C-équivalentes si les anneaux
Quy.crp (a,0) et Qugycr, (a,b) sont isomorphes. Or si f : M — M x N est
Papplication graphe, il est facile de vérifier que f* (QMb’GT ; (a, b)) = Qf (a).
Autrement dit, f et g sont C-équivalentes si et seulement si leurs anneaux
locaux sont isomorphes.

Nous sommes donc en présence de 5 groupes Gy, Gy, G = Gy x Gy,
G' et G¢ définissant 5 types d’équivalence sur F. Pour ces 5 groupes G
nous appliquons la stratégie qui consiste a définir “I’espace tangent” en f a
lorbite G;(f) dans “I’espace tangent” en f a F. “L’espace tangent” en f a
F est l'espace vectoriel I' (f*(T'N)) des champs de vecteurs sur N le long de
f. Nous avons vu en 6.1 a propos de la définition de la stabilité infinitésimale
que “l'espace tangent” a la G-orbite de f est donné par I'application linéaire
O+ Qp : N(TM) @ I'(I'N) — L' (f*(T'N)) qui, a chaque couple (£,7n) d'un
champ sur M et d’un champ sur N, associe le champ sur N le long de f défini
par D fo+nof. En ce qui concerne les G'-orbites, soit ¢, , un germe de courbe

a l'origine e de G'. C’est une famille ¥, ; de difféomorphismes de N, C M x N.

Comme ag: L est un champ 7, sur N,, un élément de T,G’ est d’abord un champ

sur M x N “vertical” relativement a la projection m : M x N — M. Soit I ()
I’espace vectoriel de ces champs sur N le long de m. On veut de plus que les
¥, , laissent b fixe. Cela signifie que 7, doit appartenir a myI' (). On peut alors
vérifier que, si v; : (G',e) — (F, f) est 'application définissant la G'-orbite
de f, un tel champ 7, est envoyé par I'application linéaire tangente D,y sur
un champ de f* (my) I (f* (T'N)) et que D.7, est surjective sur cet espace qui
s’identifie par conséquent a “I’espace tangent” en f a la G’-orbite de f. On
montre de méme que “l’espace tangent” en f a la Gg-orbite de f est I'espace
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05 (L(TM)) + f* (mp) I' (f*(T'N)).
Connaissant les “espaces tangents” aux diverses orbites de f, il est alors
naturel d’appeler codimension de f relativement a GG; la dimension du quotient

de “I'espace tangent” total T+ F par “I'espace-tangent” a la G;-orbite de f.

Définition 59. — Les différentes codimensions sont :
(f*(T'N)) /0y (T(TM)),
(f*(T'N)) Qs (F(TN)),
codim f = dimg I' (f*(T'N)) / (0, (T(TM)) + Q; (T(TN))),
(fTN)/F* (my) T (f(TN)),
(f*(TN)) /(05 (D(TM)) + f* (mp) T (f*(T'N))) -

codlm f=dimg I’

codlm f=dimg I’
9

codim f=dimg I’
G/

coglm f=dimg I’

Le résultat fondamental en matiere de codimension et de détermination
finies dit que, quel que soit G;, une application f est de détermination finie
si et seulement si elle est de codimension finie. Dans le cas de codimension
finie, on peut donc, puisqu’il y a détermination finie, “descendre” en dimension
finie en se ramenant a des espaces de jets ou la situation devient algébrique et
calculable.

9.4 Le théoreme fondamental de finitude

Théoreme 60. — Soit f € F. f est de détermination finie relativement a G;
si et seulement si f est de codimension finie relativement a G;.

Preuve. — Pour démontrer ce résultat, on montre d’abord que le lemme de
Nakayama et le théoreme de Malgrange permettent de caractériser facilement
la codimension finie. Pour unifier et alléger les notations notons codim(f, G;)
la codimension de f relativement a G;, I ou I'( f) 'espace I' (f*(T'N)) et K(G;)
le sous-espace par lequel on quotiente dans la définition 59 de la codimension.
On a donc dans tous les cas

Proposition 61. — codim( f, G;) est finie si et seulement si il existe k tel que
K(G;) D m!T.

Preuve. — La condition est suffisante car I'/m*T" est I'espace des (k — 1)-
jets de germes en a de champs sur N le long de f et est donc un espace de
dimension finie. Or si K(G;) D m*T" alors codim(f, G;) < dimg I'/ K (G5).

La condition est nécessaire. Considérons par exemple le cas de I’équivalence
de contact associée a G¢. D’apres le lemme de Nakayama, il suffit de montrer
que la codimension finie implique qu’il existe k tel que

0; (T(TM)) + (f* (mp) + mit) T > mhl .
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De méme, dans le cas de 'équivalence différentiable associée a GG, d’apres le
théoreme e Malgrange, il suffit de montrer que la codimension finie implique
qu’il existe ¢ (dépendant de k) tel que

0f (D(TM)) +Qy (T(TN)) +miT D> mT .

Mais soit ¢, = dimg I'/ (K(G;) + mZL'). Les ¢, constituent une suite infinie
croissante d’entiers < codim(f,G;). Si codim(f, G;) est finie, cette suite est
nécessairement stationnaire a partir d'un certain rang k ce qui implique les
conditions ci-dessus. d

A partir de la, montrons d’abord la suffisance dans le théoreme 60, a savoir
que si f est de codimension finie elle est de détermination finie. Prenons
I'exemple de G (équivalence de contact). Il faut montrer que, si f et g ont
méme k-jet pour un certain k, alors elles sont Go-équivalentes, et pour ce faire
il faut construire un difféomorphisme assurant cette équivalence. Suivant une
technique que nous avons déja rencontrée, Mather considere une homotopie
fi, t € I =10,1], allant de fy = f a fi = g et construit des homotopies
des identités rendant f; équivalente a f pour tout t. Pour cela il integre des
champs de vecteurs appropriés et utilise I’hypothese de codimension finie pour
montrer que de tels champs existent. Rappelons le calcul formel développé en
7.10 montrant que, si f; est une homotopie telle qu’il existe des déformations
@, de 17 et v, de 1y satisfaisant f =1, o f, 0 ; ', alors on a

ot 0
%O?ﬂt:m, ??:_thogt+ntoft

oyt
ot

ngt :gta

ou &, et n, sont des champs “verticaux” définis respectivement sur py, : M X
I —-Tetpy:NxI—I.

Parmi les homotopies entre f et g la plus simple est f; = (1 —1t) f + tg.
Notons-la F': (M x I,a x I) — (N x I,bx I). Notons Fiy : (M x I,a x I)—
(N,b) la composée pyoF. Sih € I', (M), on peut l'identifier a la fonction égale
a h sur toutes les fibres de pys : M x I — I . Si & est un champ de vecteurs
sur M, on peut de méme l'identifer a un champ vertical égal a £ sur toutes les
fibres de TM x I — I, etc. D’autre part si &, est une famille de champs sur
M, on peut définir O (£,) qui est un champ sur N le long de Fy comme on
a défini 0 (£). De méme pour Qp (1,). On a alors le lemme d’approximation
suivant :

Lemme. — Supposons que f et g aient le méme k-jet.

1. Si £ €T (TM), alors 0 (£) — 0p (§) € M 'T (Fy).

2. Sin el (TN), alors Qs (n) — Qr (1) € mkT (Fy).

3. Si h € Ty (N), alors f*(h) — F*(h) € mFl,, (M x I).
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Ce lemme permet de montrer la suffisance dans le théoreme 60. Supposons
en effet que codime f = ¢ < co. Par hypothese,

¢ = dimg T (f) / (8; (D(TM)) + f* (my) T (f)) . (18)
D’apres le lemme de Nakayama, cela implique

mel'(f) € 0p (T(TM)) + f* (my) T (f) - (19)

Si g a le méme k-jet que f pour un k£ > c assez grand et bien choisi, alors,
d’apres le lemme, on a :

mZF (FN> C GF (FR<TM>> 4+ B (mb) T (FN> + mfflb (FN) (20)

ou I'r(T'M) est 'espace des familles &, de champs sur M. Toujours d’apres le
lemme de Nakayama, (20) implique

mil (Fy) C O0p (Tr(TM)) + F* (my,) T (Fy) (21)
et donc
miT (Fy) C 0 (miTr(TM)) + F* (my) mi T (Fy) . (22)
Comme f et g ont le méme k-jet, % € miD (Fly) et d’apres (22) il existe
& € mi~Tp(TM) et 7, € F* (my) mi~<T (Fy) tels que 95 = 0 (&,) +7),. Mais
comme I' (Fy) est engendré sur I',; (M x I) par Biyl oFn,..., % o Fy, 7, peut
s’écrire sous la forme
i,J=n a
~ * k—c—1
= ZJZZI F (y]) Uiy (8—yZ o FN) y Uij S m, Fa7t (M X I) . (23)

Si l'on considere la famille de champs sur M x N, n, = Zijzrf yjuija%_ —¢&,, et si

I’on integre les &, et les n,, on définit une famille d’éléments de G¢, (@Z)m, gpt),
qui trivialise I’homotopie F'. Les applications f et g sont donc C-équivalentes
et f est de détermination finie relativement a 1’équivalence de contact.

Pour démontrer la nécessité dans le théoreme 60, nous prendrons ’exemple
de I'équivalence différentiable associée au groupe G. Il faut montrer que si f
est de détermination finie alors sa codimension est également finie. Soient k
I'ordre de détermination de f, £ > k et 7 : J* — J* la projection canonique
tronquant les /-jets & ordre k. Soient o le l-jet de f et 0¥ son k-jet. Comme
f est k-déterminée, m~! (ak) est inclus dans l'orbite & de o dans J* sous
l'action de G (qui est une action algébrique de groupe de Lie). John Mather
définit alors une projection @ de m,I' (f) sur 7,.J* de la facon suivante. Soit
¢ € m,I'(f) un champ le long de f considéré comme dérivée%—ﬂ o d'une
déformation F: M x R — N x R de f. F définit une courbe o, dans J* et on

do

pose 7 (¢) = ‘t:O' Il est facile de voir que le noyau de 7 est m&™1T (f).
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Or I'espace tangent en o & 7' (0%) est donné par 7 (5T (f)) et espace
tangent en o a o est donné par 7 (6 (m,I'(TM)) + Qf (mI'(T'N))). Cela im-
plique

m T (f) € 05 (m D (TM)) + Qp (mpI(TN)) +miH 0 (f) (24)

ce qui, d’apres le théoreme de Malgrange, implique a son tour
mg T (f) C 05 (m,D(TM)) + Qy (myD(TN))
et par conséquent la détermination finie d’apres la proposition 61. O

9.5 L’anneau local des applications stables

9.5.1 Détermination des applications stables

Soit f : (M,a) — (N,b). Si f est (infinitésimalement) stable on a 6, (I'(T'M))+
Q¢ (I(T'N)) = I'(f). Donc, d’apres la définition 59 de la codimension, f est
de G-codimension 0. D’apres le théoreme 60, f est de G-détermination finie.
En fait on a le résultat beaucoup plus précis suivant :

Théoréme 62 (Mather). — Si f est stable, f est déterminée a l'ordre n+ 1
relativement a ’équivalence différentiable.

Ce théoreme généralise les théoremes 23 de Morse et 47 de Whitney-Thom.
Lorsque n = 1 (théoreme de Morse) une fonction n’est localement stable que
si ses points critiques sont non dégénérés et, en ces points, f est effectivement
déterminée a l'ordre 2 = n+1. Lorsque n = 2 et m = 2 (théoreme de Whitney-
Thom), une fonction f n’est (localement) stable que si ses points critiques sont
des plis ou des cusps et, en ces points, f est effectivement déterminée a 'ordre
3=n+1

Preuve. — Esquissons la démonstration du théoreme de Mather [21]. Soit
k > n 4+ 1 l'ordre de G-détermination de f. Soit 7 la projection canonique
7w J8 — J" et V Iimage réciproque 7! (577 (f)) du jet j7™ (f) dans
J¥. Comme f est k-déterminée, on peut se situer dans J*, ce qui réduit le
probléeme a la dimension finie. Pour montrer que f est (n + 1)-déterminée,
il faut montrer dans J* que si g a le méme (n + 1)-jet que f, alors g est G-
équivalente & f, autrement dit que le k-jet j* (g) de g appartient & 'orbite de
4% (f) dans J* sous Paction du groupe G* des k-jets de difféomorphismes de G.
Mais cela revient a montrer que V' est inclus dans une orbite de cette action.
Or on peut montrer le lemme technique suivant :

Lemme. — Soit @ : J — J wune submersion compatible a [’action d’un
groupe de Lie G sur les variétés J et J'. Soit ' € J et V =71 (c'). Pour
que V soit inclus dans une orbite de G, il faut et il suffit que pour tout o € V
on ait T,V C T,o ou o est la G-orbite de o dans J.
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Appliquons ce lemme. Si g est un représentant de o € V', I'espace tangent
T,0 est donné par

T,6 = 7" (6y (m,I(TM)) + Qq (m,I(T'N))) (25)

ot 7% est la projection naturelle 7% : m,['(g) — T, J*. D’apres (25), 'inclusion
T,V C T,0 est équivalente a

my T (g) € Oy (maL(TM)) + Q, (mL(TN)) + mg "' (g) - (26)

En supposant que f est stable, il faut montrer que (26) est valable pour tout g
de méme (n + 1)-jet que f. Or on sait déja, d’apres le théoréme de Malgrange,
que la stabilité de f ne dépend que de son (n + 1)-jet. Si g a le méme (n + 1)-jet
que f, alors g est également stable. Mais ¢ C g* (mp['(g)) et par conséquent

codim(f, (D(TM)) + g (mL(g))) < codim(6, (T(TM)) + 2, (mL(TN))

la codimension étant calculée dans I'(g). Comme ¢ est stable, on a I'(g) =
0, (D(TM))+Q, (mp'(T'N)) et donc codim(, (I'(T'M)) 4+, (mpI'(T'N))) < n.
Mais cela implique codim(8, (I'(TM)) + g* (mpI'(g))) < n et par suite, d’apres
le lemme de Nakayama,

meT(g) C 0, (T(TM)) + g™ (mpI'(g)) - (27)
On a donc, en multipliant par m,,
my T (g) C Oy (mD(TM)) + g* (m,T(g)) -
Mais comme g est stable,

9" (mI'(g)) = g™ (my, (0, (T(TM)) + Q, (T(TN))))
9" (mpL(g)) =0, (9" (ML (T'M))) + €y (mp I'(TN))
ce qui implique

2T (g) € 6, (m D(TM)) + 2, (mp[(TN))

et donc a fortiori (26). O

9.5.2 Le role de ’anneau local

Nous avons déja noté plus haut que l'anneau local de f en a, Qf(a) =
Lo/f* (my) Ty, est associé a I'équivalence de contact de groupe G¢ et que,
si ch = Q/mkt1 les germes j*f et j*g sont C-équivalents (pour G%) si et
seulement si Q% = Q% Nous avions alors évoqué un résultat fondamental de
John Mather [23] montrant que ces anneaux locaux permettent de classifier
les germes d’applications stables pour 1’équivalence différentiable.
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Théoréeme 63. — Soient f et g deux applications stables. Si Q’]}“ ~ QZ“
alors [ et g sont différentiablement équivalentes.

Preuve. — f et g étant stables, elles sont déterminées d’apres le théoreme
62 par leurs (n+ 1)-jets 0 = j""1f et § = j"*1g. Si Q’)}“ ~ Qi o et 0
sont C-équivalents (sous I'action de G5! dans I'espace de jets J"1). Il faut
montrer qu’ils sont aussi G-équivalents, i.e. qu’ils appartiennent a une méme
orbite de I'action de G™*! dans J""!. Soit 7 le rang de f en a et choisissons des
coordonnées locales (z1,...,z,) en a et (y1,...,y,) en b telles que f s’écrive

sous la forme :
yiof:fi:x% Z.:].,..-,T

: 28
Wl ta o, (28)
Notons T les coordonnées (x1,...,x,) par rapport auxquelles f se réduit a
Iidentité et ' les coordonnées résiduelles (x,y1,..., 7). On peut ramener
la situation a une situation ne portant que sur ces coordonnées résiduelles,
i.e. a une situation ou le rang r de f est nul. Notons en effet I',; 'anneau
local des germes en 0 de fonctions en z’ et considérons un module libre £ a
n — r générateurs €y, ...,6,_,. S5i h € I'y, on peut lui associer canoniquement
h' € Ty défini par A (x,41,...,2m) =h(0,...,0,2,11,...,2y). Le I';-module
Or (D(TM))+Q; (I'(T'N)) est engendré sur I, par les D, (f) ai et les 8—yjof. Si

f est de la forme (28), il est en fait engendré par les D, (f) 8%1_ pouri=1,...,r
et les %ofpourjzr—}—l,...,n. Au champ
J

(= zuz : aﬁzujj of €T ()

Jj=r+1
on peut donc associer 7 () = j ri1 Wigj—r € €, ce qui définit une application
m: T (f) — & Notons fo = (fri1,.-., fa) €t fl = ( T+1,...,fn) la réduction
de fax = (zp1,...,Tm) ety = (yrH, ..+, Yn). On peut exprimer la stabilité

de f uniquement en termes de f.. En effet, dire que f est stable c’est dire que
pour k > non a :

L(f) =07 (D(TM)) + Qp (T(TN)) + (f* (mp) +mg™ ) T(f) . (29)
Soit Q(fy) = 7 (0 (D(TM)) + f*(my) I'(f)). Q(f.) ne dépend que de f, et

j=n  0f}
j=r+1 Ox;
r+1,...,netles fle; pouri =r+1,...,n, j =1,...,n —r. Soit p’C la
projection canonique p;, : £ — £/mFME = £F (out my est I'idéal maximal de
['y/). Supposons que 'on ait

QD [0 + [er, .- o] = EF (30)

ou [vy,...,v,] désigne l'espace vectoriel engendré par les v; € £ dans €. Par
image réciproque par p,om, (30) équivaut a (29), i.e. a la stabilité structurelle

est le sous-I',-module de £ engendré par les 0, f = L€, pOUr i =
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de f. Mais comme on a toujours Q (f2)* + [0f]* € muE*, (30) équivaut en fait
a (31) :
Q)" + [0 = maE" . (31)

D’ou le lemme :

Lemme 1. — Si k > n et si f est sous la forme (28), f est structurellement
stable si et seulement si [’égalité (31) est satisfaite.

Ce lemme permet de ramener les calculs a des calculs sur la situation
résiduelle exprimée en termes des coordonnées z’ et y'. Dans ce nouveau cadre,
il faut montrer que les (n + 1)-jets o et § de f et g sont G-équivalents dans J™ 1
si f et g (et donc o et §) sont stables. Soit donc S™™! I'ensemble G-invariant
des jets stables de J"*!. 1l suffit de montrer que si ¢ € S"*! on a :

G"lo =G n st (32)

Or G est un sous-groupe de G¢ dont les orbites stables sont de méme dimen-
sion. Cela implique que G""'o est ouvert dans GT(}H. Dans la partition de
G%Ho N St en orbites de G™, ces orbites sont donc d la fois ouvertes et
fermées. Autrement dit, G"*1o est une composante conneze de G3;o N S"HL.
Cette remarque est la base du théoreme de Mather dont les idées directrices
sont les suivantes.

1. On continue a travailler localement. Soient M’ la sous-variété de M
d’équations 1 = --- = x, = 0 et N’ la sous-variété de N d’équations y; =
o=y, =0.0naly =T, (M) et myE s’identifie a 'espace des germes en a
d’applications f': (M’,a) — (N’,b). Ce faisant, mE" s’identifie & 'espace J'*
des k-jets de telles applications et la formule (31) fournit une décomposition de
cet espace. On peut alors définir les groupes G’ et G, et analyser leur action
sur JmHL,

Soit A, I’ensemble des jets o € J*! provenant d’applications de la forme
(28) et soit A : A, — mZE"T Dapplication définie par A (o) = 5" (f1)
(jet d’ordre (n + 1) de lapplication résiduelle f, qui est de rang 0). A est
I'application jet dans J*! d’applications f’: (M’ ,a) — (N’,b) de rang 0.

2. Soit alors V = G%o N A,. Pour prouver (32) on peut se restreindre a
A, et il suffit donc de prouver (33)

VvV NnS™t c G"p pour tout p e VN ST (33)

La formule (33) signifie que si p est un (n + 1)-jet stable G¢-équivalent a o et
de forme (28) alors il est G-équivalent a o. Soit p' = A (p), i.e. le (n + 1)-jet
résiduel de p. Les p’ parcourent V' = X (V') qui est l'orbite résiduelle de o pour
I'équivalence de contact relativement a la forme (28). Il est clair que V” est la
t -orbite de o’ dans J".
3. Soit p le nombre de composantes connexes de Gi.. Le nombre de com-
posantes connexes de V' est < p puisque V' est une G, -orbite. La premiere
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partie technique de la preuve de Mather consiste a montrer le lemme fonda-
mental suivant :

Lemme 2. — Si V{ est une composante connexe de V', alors A\~ (Vg) N S™+
est inclus dans une seule orbite de G™*.

4. Pour démontrer le théoreme, Mather remarque d’abord que G™*! ren-
contre chaque composante connexe de G, Soient alors p,p; € V N S+
Comme V' est une orbite de G™*! dans J™*1 il existe 0 € G tel que
Apy) = 0 (M(p)). Soit §; € G appartenant & la méme composante de
G que 0. 6 est le (n+ 1)-jet d'un élément (¢',9) € G, i.e. du couple
d'un difféomorphisme ¢’ de M’ et d'un difféomorphisme v/’ de N’. Etendons
¢ et ¢ en ) = (p,1) € G par l'identité sur les variables T = (z1,...,2,) et
5 = (1, y). Clairement, A(6 (p)) = (X (p)). Done A (0 (p)) et A(py)
sont dans la méme composante connexe Vj de V’'. Mais comme, d’apres le
lemme 2, ™' (V{) N .S™*! est inclus dans une seule orbite de G™', 6, (p) et p
sont G-équivalents. Donc p et p; sont G-équivalents.

5. Reste a démontrer le lemme 2. On considere la restriction A : V N
Sl V' et on montre que c¢’est une fibration localement triviale dont chaque
fibre est contenue dans une seule orbite de G"*!. Comme ces orbites sont des
composantes connexes de Gg“, cela implique le lemme 2. Pour montrer que
chaque fibre est contenue dans une seule orbite de G"!, il faut connaitre les
composantes connexes des fibres et montrer que, pour chaque fibre, il existe
une orbite en intersectant chaque composante connexe. Pour ce faire, on utilise
la caractérisation (31) des jets stables : p est stable si et seulement si

QA () + [9p] = muE" (= J™) (34)

Or la codimension c¢(p) de 2 (A(p)) dans myE™ = J™ est égale a celle de
Q(fl) dans m, & et celle-ci est égale par construction a ¢ — (n — ) ou ¢ est la
G-codimension de f. Mais I'on peut montrer que la codimension d de p dans
J" est égale a ¢ + m — n. La codimension ¢ (p) est donc égale & d — m + r.
D’apres (34), comme [0p] est un R-vectoriel engendré par r éléments, ¢ (p) < r
(d<metc<n).

La fibre de la fibration A : VNS™ — V' provient du terme [9p] de (34). Or
[0p] est le R-vectoriel de m,E™ engendré par les lignes de la matrice n x (n — r)

/
N 212 , . of; .
(uij) ot uy; est Pélément de m, /m™! égal au n-jet de (%) Li=1,...,r,
7 =1,...,n—r. Une telle ligne peut étre effectivement considérée comme un
n+1

élément de m,E™ puisque c¢’est un (n — r)-uple d’éléments de m, /m’,"" et que
& est de dimension n — r sur I'y,. La description des fibres permet alors de
montrer qu’elles sont connexes si ¢(p) < r ou si r = 0 et qu’elles ont deux
composantes connexes si ¢ (p) =r > 0.

Sic(p) < rousir =0, la fibre est incluse dans une seule orbite de G"*! car
elle est connexe et G"! est une composante connexe de G’gfrl. Si en revanche
c(p) =r > 0, on vérifie que I'élément (o, 1)) de G™*!, ol p change z; en —z4
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et 1 change y; en —y; fait passer de la premiere a la seconde composante de
la fibre. Cela termine la démonstration du théoreme 63 de Mather : si f est

une application structurellement stable, son type différentiable est déterminé
par 'algebre finie Q;ﬁ“. O

9.6 Classification des germes stables

Pour un germe stable, I’anneau local Q)¢, et méme un de ses quotients Q’}“,
caractérise donc le type différentiable. Cela permet de remplacer Q)¢ par
I’anneau @f limite projective des Q?H. @f est le quotient de 'anneau de
séries formelles R [[z1,...,x,,]] par I'idéal engendré par les séries de Taylor
Ty, en a des composantes (fi,..., f,) de f (séries T}, que nous continuerons

K3

a noter f; par simplicité). La G¢-codimension de f peut se calculer directe-

ment sur @f. Soit en effet I l'idéal de (@ f> engendré par les m n-uples

<g£, cee gﬁ), 1 = 1,...,m, i.e. par les lignes de la matrice jacobienne.

Posons p (f) = dimg ((@f>n /I) On a le résultat :
Proposition 64. — p(f) = ¢ (Ge-codimension de f).

Qui plus est, ce nombre ne dépend pas de la présentation de @ § comme
quotient. Si en particulier f est de rang r et de la forme (28), il peut se déduire
de Qs ~ Q.

John Mather a caractérisé les quotients des anneaux de séries formelles
qui sont du type Q. Soit A = R[[zy,...,2,]] /I un tel anneau quotient. Soit
i(A) = p—qouq < p est le nombre minimal de générateurs de /. Pour
chaque ¢ < i (A) on peut définir un nombre p, (A) tel que pour A = @ on ait
e (Qr) = 5).

Théoréme 65. — Soient m,n des entiers et A un quotient d’anneau de

séries formelles. Il existe un germe stable d’application f : (M,a) — (N,b) tel
que A~ Q) si et seulement si :

1. i(A) > m —n,

2. Py (A) <.

10 La classification des singularités de codimension < 5

Les résultats techniques des paragraphes précédents permettent de classer
ce que René Thom a appelé les “catastrophes élémentaires”, a savoir les
déploiements universels des singularités de fonctions potentiel de petite codi-
mension. On considere le germe instable d’une application f : M — R en un
point critique a qui est dégénéré (puisque les points critiques non dégénérés
sont stables) et on étudie ses modeles transverses. Comme on travaille locale-
ment, on peut supposer M = R™. On continue a noter £ (= &,,) 'anneau local
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Iy et m (= m,,) son idéal maximal. On peut supposer f(0) =0, i.e. f € m.

Dire que 0 est un point critique de f c¢’est dire que les dérivées partielles

3@»’
i =1,...,m s’annulent, i.e. que f € m2 Rappelons que le corang de f est
0 f
celui de son hessien H = 0)]).
ui n ien (&Eiﬁxj( ))

10.1 Précisions sur la codimension et la détermination

Proposition 66 (théoréme des singularités résiduelles). — Soit f € m? un germe
de codimension finie et de corang s. Alors il existe des coordonnées locales
(X1, Ty Y1y - - - Ym—s) telles que f s’écrive sous la forme f = H(y) + g(x)
ou H est une forme quadratique en les yi,...,Ym_s €t g une fonction en les
x1,...,xs de hessien nul (i.e. dont 0 est un point critique totalement dégénéré)
définie a équivalence pres.

Comme les points quadratiques non dégénérés sont stables, on voit que
seule la singularité résiduelle g(x) intervient dans les déploiements de f. La
proposition 66 dit que ’on peut séparer les variables, se restreindre a un nombre
de variables égal au corang et supposer que f € m* (point critique totalement
dégénéré).

L’équivalence que l'on utilise dans le cas de fonctions potentiel est en
général I’équivalence a droite associée aux changements de coordonnées locales
a la source. La codimension sera donc dans ce cas :

dimg I" (f*(TR)) /07 (T(TM)) .

Les difféomorphismes intervenant dans cette formule devant laisser 0 € M et
0 € R fixes, les champs associés doivent s’annuler en ces points.

Soit y la coordonnée de R. Un champ sur R le long de f équivaut a
la donnée d’'une fonction (d'un germe) u € m. En effet TR = R x R et a

u € m correspond le champ ¢ : M — TR donné par ((z) = (f(z), u(:c)(%)

0
Autrement dit, I' (f*(TR)) est l'espace me identifiable & m. D’autre part, si
Y

EeTM, (=500, m(m)i avec u; € m, alors 6¢(§) est le champ le long de

al’i,
af(z)\ 0
f donné par 0(§) = (Zznl u; () g( )> 90 Donc 0,I'(TM) (i.e. “'espace
Ty Y
tangent” a l'orbite de f pour I’équivalence a droite) s’identifie dans ce cas
au produit mA ou A est I'idéal jacobien engendré par les dérivées partielles
0
( 6f> La codimension de f est par suite le nombre dimg m/mA. Mais
T
comme 'on suppose f € m?, on a A C m, mA C m? et 'on préfere appeler
codimension de f sa codimension dans m2. Ce sera dans ce cas le nombre

dimg m?/mA égal au nombre dimg m/A.
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Si I'on veut tenir compte également de I’équivalence a gauche (i.e. de
I'équivalence différentiable), il faut introduire le terme Qf (I'(TR)). Or si

n = u—= est un (germe de) champ sur R avec u € my, on a Q(n) =

dy
u o f(% Cela montre que Q; (I'(TR)) = f*(m;). La codimension de f

sera dans ce cas dimg m/ (mA + f* (m;)) dans m ou dimg m?/ (mA + f*m;) =
dimg m/ (A + f* (my)) dans m?.

Par les techniques standard déja souvent utilisées (lemme de Nakayama et
théoreme de Malgrange), on montre alors le théoréme :

Théoreme 67.

(i) Si m*t C m?A +m*2 alors f est k-déterminée pour la d-équivalence.

(ii) Si f est k-déterminée pour la d-équivalence alors m*™1 C mA (et donc
a fortiori m*! C mA + m**2).

(iii) Si m* C m2A+f* (my)+mbt2 alors f est k-déterminée pour I'équivalence
différentiable.

(iv) Si f est k-déterminée pour l'équivalence différentiable, alors m**! C

mA + f* (my).

Ce théoreme rend particulierement clair le fait que f est de détermination
finie si et seulement si f est de codimension finie (théoreme 60). Il fournit
aussi un critere tres simple pour la détermination finie.

Corollaire 68. — f est de détermination finie si et seulement si il existe £
tel que m* C A (cf. Proposition 61).

Ainsi que Dirk Siersma I’a montré,*® le théoréme 67 est d'un usage tres
simple pour le corang 2 (et évidemment pour le corang 1). Considérons par
exemple f = x*+y* (qui d’apres le théoréme 66 des singularités résiduelles est

0 0
en fait de corang 1). On a —f =2z et —f = 4y3. Si l'on écrit la suite des m,

ox oy

m?2, m3, etc. sous la forme de leurs monémes générateurs et si 'on considere
les multiples dans m de z et de 3, on construit facilement A en utilisant le
diagramme suivant :

AN
m A A N
m?2 / x? zy N\ v\

LS s A T G AN
mt Sat a2ty 2ty S ay’ Nyt N

43Siersma [41].
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On voit que m/A = Ry + Ry?. La codimension dans m? est donc égale a 2.
D’autre part m® C A, m® C m2A et f est 4-déterminée d’apres 67(i).

Remarquons que f se réduisant a y*, elle ne peut pas étre déterminée &
un ordre inférieur a 4 et que le théoreme 67 ne peut donc pas étre amélioré.
Remarquons aussi que si I'on veut traiter la détermination pour I’équivalence
différentiable, il faut également considérer I'idéal f*(m;) = (f). Or dans ce
cas (f) C A et f est donc aussi de codimension 2 et de détermination 4 pour
I'équivalence différentiable. Remarquons enfin que les implications (ii) et (iv)
du théoréme 67 ne sont pas réversibles. En effet, comme m®> C A, m* C mA
alors que f n’est pourtant pas 3-déterminée.

Considérons comme autre exemple la singularité dite double cusp f = x* +

0 0 . . .
y*. On a 8_f = 423 et 8_f = 493. D’apres le diagramme de Siersma suivant, on
T Yy
voit que la codimension de f est 8 et que m® C A ce qui implique que f soit
au moins 6-déterminée. Mais en fait m® C m2A et f est déterminée & I'ordre

4.

N

SN
SN

8

L8

I

8

@: S <

N <,

S \ %
SN

@»

/

R TR e Ve T TR TEAN

Comme (f) C A, f est aussi de codimension 8 et de détermination 4 pour
I’équivalence différentiable.
of

0
Considérons maintenant f = z%y. Comme —~ = 2zy et —— = 2%, toutes

or y

les puissances de y sont a I'extérieur de A. f est donc de codimension et de
détermination infinies.
of

x
Considérons enfin f = 5 + zy®. Comme 3 = 22+ y® et = = 3a9?,
T

0

m?A est l'idéal engendré par: zt + 223, 23y?, 23y + ay?t, 223, ZQyQ + 97,
xyt, de. par: xt, 232, 23y, 223, 2%y® + v°, vy, Les idéaux m, m? et m3
ne peuvent pas étre inclus dans m2A pour des raisons de degré. m* ne peut
pas y étre inclus & cause de 222, xy® et y*. m® & cause de y°. Mais m® y
est inclus car y(z%y* + v°) — 2%y® = y® € m2A. f est donc 5-déterminée.
Comme m® € m2A, cela prouve que les implications (i) et (iii) du théoreme
67 ne sont pas réversibles. Pour calculer la codimension de f, il est préférable
d’utiliser dimg m?/mA plutot que dimg m/A. En effet mA est I'idéal engendré
par o3 4z, 2%9?, 2%y +y?t, 23, i.e. par 22, xy?, 2%y, 2%y +y*. Considérons
alors le diagramme de Siersma :
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r v

' N\ zy v

’ N VA VAN,
Pt PyNS NSy Nyt

On voit qu'il laisse ouverte la question de 22y, xy?, et des puissances de v.
Or comme y(z%y + y*) — 2%y* = ¥°, ¥> € mA. m?/mA est donc de dimension
7 —1 =6 (car il faut tenir compte de la relation z%y + y* = 0).

Ces quelques exemples montrent comment 1'on peut calculer explicitement
dans le cas de finitude la codimension de f et son degré de détermination. On
peut méme, comme 1’a fait Christopher Zeeman, préciser le rapport entre ces
deux nombres.

Proposition 69. — Si codim(f) et det(f) sont finies, on a

3333

det(f) < codim(f) + 2.

Preuve. — Considérons la suite décroissante de sous-espaces
m=m+ADOm*+AD..Om"+AD. ..

Comme f est de détermination finie, cette suite est stationnaire a partir d'un
certain k ot 'on a mF' + A = m* 4+ A. Cela implique que f soit k-déterminée
et donc det(f) < k. D’autre part, codim(f) = dimg m/A < dimgm/m*F~1 car
A C mF~!. La suite d’inclusions

m/A=m+A)/AD (M +A)/AD...D (" +A)/A=0

est stricte. Comme elle comprend k — 2 termes, codim(f) > k — 2 et donc
codim(f) > det(f)—2. Cette inégalité ne peut pas étre améliorée puisque, dans
le cas des fonctions stables (fonctions de Morse) codim(f) = 0 et det(f) = 2.
O
D’autre part les espaces de jets s’identifient (puisqu’on se situe dans m?) aux
k+1 (m + k)!

quotients I¥ = m?/m**t. Comme dimg &/m**! = o ona dimg I* =
mlk!
(m+k)! e : : :
B A (m+1). m? et les I* sont stratifiés par la codimension. Si c est une
mlk!

codimension, on peut noter . la “strate” des f de codimension ¢, €2, I'union
J 2o et ' 'union |J . On a alors la proposition :

c/<c c>c

Proposition 70. — Si 0 < ¢ < k—2, I* = QX UT% | (union disjointe)
et I"C“Jrl est une variété algébrique. Plus précisément, I* est l'union disjointe
IF =3kUShU.. . UXE U}, chaque strate 3F étant la différence TF —T%
de deux variétés algébriques.

4“4Pour la suite de ce paragraphe, cf. Zeeman [56].
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Preuve. — Soit en effet o € Iy le k-jet de f en 0. Posons
7(0) = dimgm/ (A +m") .

Par définition 7 (0) < codim (f). Supposons 7 (o) > c. Cela implique ¢ <
codim (f) et donc o € T'¥,|. Supposons au contraire 7 (o) < ¢. Comme ¢ <
k — 2, cela implique 7 (¢) < k — 2. Or comme la suite croissante

O=m/(m)=m/(A+m)Cm/(A+m?®) C---Cm/(A+m")

comprend k termes et doit aller de la dimension 0 & la dimension 7 (o) < k—2,
elle doit comprendre deux termes identiques A + m*~! = A +m’. D’apres le
lemme de Nakayama, on aura donc m* C m*~! C A et par suite A +mF = A,
i.e. 7 (o) = codim (f), soit o € QF.

Pour montrer que I'* 1 est une variété algébrique, on remarque qu’elle est
I’ensemble des jets o € I tels que dimg (A —l—mk) /mk soit inférieure a un
certain nombre K. Or cette propriété revient a dire qu'une matrice en les
coefficients des polynomes de I* est de rang < K et une telle condition est
algébrique. O

Sous les mémes conditions, on peut montrer que les orbites d’un jet o € I*
pour l'équivalence & droite sont des sous-variétés de I* de la “bonne” codimen-
sion.

Proposition 71. — Soit ¢ = codim(f), ¢ < k—2. Alors l'orbite ¢ = G%, (7)
du k-jet o de f est une sous-variété de codimension c de I*.

Preuve. — On a det(f) — 2 < codim(f) d’apres la proposition 69 et
codim(f) < k — 2 par hypothese. Donc det(f) < k et f est k-déterminée.
D’apres le théoreme 67(ii), cela implique m*™! € mA. Or le plan tangent &
l'orbite de f est mA et donc est mA /m*™! dans I* (ce ne serait pas le cas si
f n’était pas k-déterminée). Un calcul élémentaire donne alors codim (o) =
dimg m?/m*! — dimg mA /m*! = ¢, O

10.2 Le théoréme de classification

Les résultats précédents permettent de classer les singularités de petite codi-
mension, en fait de codimension < 5 (nous verrons au paragraphe suivant la
raison de cette limitation & 5) et de trouver leurs formes normales.*> D’apres
le théoréme 66 des singularités résiduelles, on peut supposer f € m®. Or la
codimension < 5 implique trivialement que le corang soit < 2. f est donc au
plus une fonction de 2 variables (z,y).

Proposition 72. — Si le corang de f est > 2, codim(f) > 3 et si le corang
de f est > 3, codim(f) > 6.

Preuve. — Supposons que f (z,y) soit de corang 2. Comme f € m?,
A C m?. Dans le quotient m/A, les termes linéaires x et y ne sont donc pas

45 Cf. Siersma [41] et Zeeman [56].
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atteignables & partir de A. Mais d’autre part m? est engendré par (22, zy, y?)
et A est engendré par seulement 2 éléments % et g—i. On a par conséquent
dimg (m?/A) > 1 et donc codim(f) = dimg (m/A) > 2+ 1 = 3. De méme, si

f est de corang 3, codim(f) >3+ (6 — 3) = 6. O
10.2.1 Corang 1

Proposition 73. — Si f est de corang 1, alors f est équivalente a +x* (ou est
de détermination et de codimension infinies).

Preuve. — Soit f € mF, f = az® + ba* + ... a # 0. A(f) = mF 1
mft C m2A(f) et f est k-déterminée d’apres le théoreme 67(i) @ f ~ az®. Si
k est pair, ¥ est invariant par le changement © — —xz et 2¥ et —2* ne sont
pas équivalents. En revanche si k est impair z* et —2* sont équivalents.

Les singularités de type z* sont dites cuspoides ou queues d’aronde. Leur d-

codimension est dimg (z)/(2*"!) = k—2. Comme 2* € A(2*), leur codimension
pour I'équivalence différentiable est la méme. On les note A;_;. U

10.2.2 Corang 2

Soit f(z,y) € m3. Le 3-jet de f est une cubique homogene en (z,y) : 73f =
ax® + ba*y + caxy® + dy>. Ces cubiques constituent un espace C, isomorphe &
R*, de coordonnées (a, b, c, d) et il faut décomposer C en orbites pour laction
des changements de coordonnées (x,y).

Lemme 1. — C comprend 5 orbites :

(i) Uorbite de x® +y® ou a® +xy* (de dimension 4 et donc de codimension
0);
(i) Dorbite de 2® — xy? (de codimension 0);
(iii) l’orbite de x*y (de codimension 1);
(iv) Uorbite de z* (de codimension 2);
)

(v) lorbite {0} de 0 (de codimension 4).

Preuve. — Soit P(z,y) = j3f. Comme polynéome du 3e¢me degré, P peut
posséder :

(i) soit deux racines complexes (conjuguées) et une racine réelle;
(i) soit trois racines réelles distinctes;
(iii) soit une racine double et une racine simple;

(iv) soit une racine triple;
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(v) soit étre nul.

e Le cas (v) est trivial.
e Pour le cas (iv), P = (ax + fy)? et, par changement linéaire de coordonnées,
on peut ramener P a la forme 3.
e Pour le cas (iii), P = (ax + By)*(yx + dy) et, par changement linéaire de
coordonnées, on peut ramener P A la forme x2y.
e Cas (ii). Soit P = pipaps avec p; = a;x + by, i = 1,2,3. Considérons les
déterminants k; = 0z by , ko = as by ar by
as bg aq b1 a9 bz
différents de 0 car les formes linéaires p; sont linéairement indépendantes.
Posons alors u' = k1p1, v' = kopy. Le déterminant de ce changement linéaire
Z;Z; ]/22; = kikoks # 0. Ce changement est
donc admissible. Si 'on pose de plus, u + v = u/, u — v = v, on obtient
US — UU2 ~ —klk‘gk’gP ~ P.
e Cas (i). Il suffit de poser ay = @y, by = by, as et by restant réels. Cela implique
ki = —ko et ks imaginaire pur. Si l'on pose iu + v = kipy, iu — v = kops, il
est facile de vérifier que (u,v) est réel et que le changement (z,y) — (u,v)
est admissible. Par ce changement P devient équivalent & 2(u? 4 3uv?) soit a
w3 403 silon pose /' =u+vetv =u—u. O
Profitons de ce lemme de classification des formes cubiques pour rappeler la
différence (et évidemment aussi le lien) qu’il y a entre une classification réduite
comme ici a une énumération de formes normales et une classification réalisée
géométriquement comme stratification. Dans une certaine mesure, le cas des
cubiques est exemplaire de la stratégie de la théorie des singularités ou il s’agit
a la fois de trouver des formes normales (algébriques) pour les singularités
et de maitriser la géométrie des stratifications qui expriment leurs relations
d’incidence. La stratification S de l'espace R* = (a, b, ¢, d) des formes cubiques
consiste a étudier la géométrie du discriminant D de I’équation générale du 3°
degré aX?® + bX? + cX +d = 0, c’est-a-dire de I'hypersurface*®

et k3 = . Ils sont tous

de coordonnées est égal a

D = 4(ac® + b*d) + 27a*d* — b*c* — 18abed = 0 .

Christopher Zeeman 1’a analysée de la facon suivante.*”

D’abord D étant homogene, S est une stratification conique de sommet
(0) (strate la plus singuliere) et il suffit donc d’en connaitre la trace sur la
sphere unité S® de R*. On peut identifier S® & R?® en enlevant un “point &
I'infini”. On montre que sur R3, S est donnée par le “bracelet” ¥ engendré
par une hypocycloide a trois rebroussements tournant d’un tiers de tour en
accomplissant une révolution autour de son ame (cf. figure 6).

46Pour I’équation X3 + pX + ¢ =0, D se réduit & la forme bien connue 4p® + 2742.
47Cf. Zeeman [57).
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Figure 6: La stratification des formes cubiques dans S® d’aprés Zeeman.

L’orbite de 2 + y3 ~ 2% 4+ zy? est l'extérieur de X, celle de 3 — 27>
l'intérieur, celle de z%y la surface ¥ moins l'aréte de rebroussement et celle de
x? est 'aréte de rebroussement.

Une fois classés a équivalence pres les 3-jets de f, il reste a vérifier dans
quels cas f est 3-déterminée et sinon quels termes de degré supérieur il faut
ajouter pour obtenir la détermination. Les singularités ainsi obtenues sont
dites ombilics car elles sont présentées par le fibré normal des surfaces de R?
aux points traditionnellement appelés points ombilicaux.

L’ombilic hyperbolique. Soit f = 23 + 3. On a g—f = 322, g
x y
f €A =(z%vy?%. Sacodimension est 3 (car m/A = Rx+Ry+Raxy) et comme

m* C m?A, f est déterminée & 'ordre 3.

= 3y? et

0 0
L’ombilic elliptique. Soit f = 2® —2y%. On a 8_f = 322 — 42, 8_f = —2zy
w y

et sa codimension est 3. D’autre part, comme m2A est engendré par 3z* —2y?,
23y, 32y — xy®, 2?2, 32%y? — yt, 2y? et que (32t — 2%y?) + 2%y? = 32t et

(32%y? — y*) — 32%y? = —y*, m* C m?A et f est également 3-déterminée.
0 0
L’ombilic parabolique. Soit f = z2y. Comme 3_f = 2xy et 8_f = 22
T Y

les puissances de y n’appartiennent pas a A et f est de codimension et de
détermination infinies. Il faut donc considérer les jets d’ordre supérieur. Sup-
posons que le premier jet de f différent de 2%y soit le jet d’ordre k. j* f = 2%y+g
oll g est un polynome homogene de degré k > 4, g = agz* +a2 1y+. . . +ary”.

Lemme 2. — Si j*f = 2%y g ou g est un polynéme comme ci-dessus, alors
G* f est équivalent a xy + apy”.
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Preuve. — Considérons le changement de variables © = 2’ +p, y = ¢/ + ¢
1
oup = —é(alaj’k_z +oo a1yt emf et ¢ = —apr’*2 € mF2. Dans

un mondme ¥~y = (2’ + p)*~{(y’ + ¢)! interviennent des termes de la forme
P Ty 8% de degré k—i—r+r(k—2)+i—s+s(k—2) = k+(r+s)(k—3).
Comme k > 4, k—3 > 1 et ce degré ne peut donc étre égal a k quesir = s = 0.
Autrement dit, on a a 'ordre k :

-k

P f = + )2 +q) + apx’" + a1ty

y 4t ary”
olt on ne compte dans (z' 4+ p)?(y' + ¢) que les termes de degré < k. Or
(@' +p)*(y +q) = 2y +22'y'p + 2%q + y'p* + 22'pg + p*q

le premier terme étant de degré 3, le 2eéme et le 3eme de degré 2+ k — 2 =k,
le 4eme et le 5eme de degré 1 + 2(k —2) > k (car k > 3) et le 6eme de
degré 3(k — 2) > k (car k > 3). A lordre k on a donc (2’ + p)*(y' + q) =

$/2y/ + 2x’y’p+ x’2q et

jkf — x’2y’+2m’y’p+x’2q+aox’k+a1x’k_1y'—|— "'—l—Cka/k-
Comme 7'%q = —apr’® et 22'y'p = —[a 2"/ + -+ ap_12'y* 1], on a jF f =
x/zy/ + aky’k. O
Lemme 3. — f = 2%y + y* est k-déterminée.
0 0
Preuve. — On a (9_f = 2xy et 8_f = 22 4+ ky*~'. Appliquons le critere
z Y

mF C m?2A. m?A est engendré par
x3y, x2y2, xy3, 2t + k:nyk_l, a:?’y + k:xyk, x2y2 + kka.

k k—1,2

D’autre part m**! est engendré par 1, zFy, 2192, ... zyF et ¥, Comme
k > 4, tous ces termes, a I'exception de z**! et y*+1, sont déja dans l'idéal
(2%, 22y, 2y%). Pour 51 on a 25+! = gk 14 (2 £ ka2yh 1) F kat—yFT et,
comme k > 4, 2" € m?A. 1l en va de méme pour y*+1. O
Ces deux lemmes montrent que si j3f = z%y et si f est de détermination
finie, alors f est équivalente & x%y 4+ y*. De telles singularités s’appellent
des ombilics paraboliques surtout pour k = 4. On voit (quitte a échanger x
et y dans la forme normale des ombilics hyperboliques et elliptiques) que les
ombilics sont tous de la forme 22y & y* pour k& > 3. On les note Dy ;.

k+1

Lemme 4. — Les singularités Dy, sont de codimension k.
Preuve. — Tous les monomes de type x"y® peuvent s’obtenir facilement

comme combinaisons linéaires de =~ et —— & l'exception de z, 22, y, ...,

ox y

3}
y*"1(k + 1 termes). Comme il faut tenir compte de la relation / =0, m/A

Ay
est de dimension 2+ (k — 1) — 1 = k. O
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Les singularités exceptionnelles Eg, E., E;.  Supposons maintenant que
43 f = 23. Comme fonction de 2 variables, f est trivialement de détermination
et de codimension infinies. Il faut donc considérer les jets d’ordre supérieur.
Par des calculs analogues, mais plus complexes, a ceux développés ci-dessus
on peut montrer le résultat suivant.*®

Proposition 74. — (Arnold, Siersma). — Si j°f = 2 et si codim(f) < 7,
alors f est équivalente a l'une des singularités suivantes :

(i) 2+ y*, singularité Eg de codimension 5 et déterminée a ordre 4.
(ii) x® + zy?, singularité E; de codimension 6 et déterminée a ['ordre 4.
(iii) @3 + y®, singularité Fy de codimension 7 et déterminée a l’ordre 5.

Ce résultat acheve le théoreme de classification des singularités de fonctions
de codimension < 5.

10.3 Le probleme des modules

René Thom s’était proposé de classer les singularités de codimension < 4 car
ce sont elles qui, sous le nom de catastrophes élémentaires, peuvent inter-
venir stablement dans les modeles dont ’espace de contole est 1’espace-temps.
Depuis, le théoreme de classification des 7 catastrophes élémentaires (les 4
queues d’arondes 7, 1, 2, 2 et les trois ombilics) a été notablement amélioré.
D. Siersma a par exemple classé les singularités jusqu’a la codimension 9.

La limitation a la codimension 4 est quelque peu arbitraire. Mais il ex-
iste une sous-classe de singularités, composée des queues d’arondes A;_1, des
ombilics Dy, et des singularités exceptionnelles Eg, Fy7, Eg,* qui peut étre
définie de facon intrinséque. En effet, un résultat fondamental d’Arnold®
dit que ces singularités sont les seules singularités simples au sens ou, a leur
voisinage, il n’existe qu'un nombre fini d’orbites. Pour toutes les autres sin-
gularités, il existe ce que I'on appelle des modules, ¢’est-a-dire des homotopies
fi de f (des déformations unidimensionnelles) ou le type différentiable de f;
varie contintiment avec t, toutes les f; étant dans des orbites différentes.

Ce phénomene subtil est lié a la chaine d’implications

m" ! C m2A + mf? — f est k-déterminée = m* ! € mA + mFT?

dans le théoreme 67. Si m*! C mA + m**2 alors f est (k + 1)-déterminée.
Pour savoir si f est en fait k-déterminée, on considere des déformations f, =
G*f + pry1 ol p est un polyndéme homogene de degré k + 1 et 1'on cherche

48 Of. Siersma [41].

49Les symboles de ces singularités proviennent du rapport que celles-ci entretiennent avec
les groupes de Lie. Cf. Slodowy [42] et [43].

500f. Arnold [2].
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a montrer que toutes ces déformations sont triviales. D’apres ce que nous
avons vu en 7.6, I’étape essentielle concerne les homotopies f;. Parmi celles-ci,
on considere essentiellement celles de la forme f; = f + th. En utilisant les
techniques de Mather et le critere de trivialité de Thom-Levine (théoreme 35),
on montre d’abord la proposition :

Proposition 75. — Soit fy = f+th,t € [ =[0,1]. Si h € mA(f;) pour tout
t, alors ’homotopie f; est triviale. Pour cela, il suffit qu’il existe k tel que,
pour tout t,

L mf C mA (f;) +mh2,

2. h € mA(f;) + mitL

Soit alors f; une homotopie. Avec Siersma appelons ¢ un “invariant local” —
un module — si, pour tout t, € I, il existe un voisinage U de t; tel que toutes
les f;, t € U, appartiennent a des orbites différentes, i.e. tel que le type
différentiable de f; varie continiiment avec t.

Théoréme 7651 — Si f, est k-déterminée pour tout t € I et si pour tout
t on a h ¢ mA(f;) +mFt alors t est un invariant local (un module) pour
l’homotopie f;.

Preuve. — Comme les f; sont k-déterminées on peut se situer dans l'espace
des jets J*. Soit C' la droite de J* donnée par j* (f) + Rh. Soient f P'orbite
de j* (f) dans J* et Z; la fermeture de ]?au sens de la topologie de Zariski,
topologie intrinsequement adaptée a la nature algébrique de J*. Par définition,
Z; est l'intersection de toutes les sous-variétés algébriques de J* contenant
I’orbite f (si P est un polynome sur f il s’annule sur Zy). Z; est un sous-
ensemble algébrique et 'on peut montrer que f est ouverte dans Z;. Or C
étant une droite, soit C intersecte Z; en un nombre fini de points, soit elle est
incluse dans Z¢. Dans le second cas, C ﬂfest un ensemble d’intervalles ouverts
de C' et donc f; est localement triviale. En revanche dans le premier cas, C
intersecte f en un nombre fini de points et donc, au voisinage de t =0, fo = f
est la seule fonction f; a avoir le type de f. Cela est évidemment également
valable si 'on remplace f par f;,. Or pour que C' intersecte f en un ensemble
d’intervalles ouverts, il faut que dans un voisinage de t, la direction de C, i.e.
4% (h), soit contenue dans I'espace tangent en j* (f;,) & f;,. Cette condition
équivaut & h € mA(fy,) +mFL. Si done, pour tout t € I, h & mA(f;) + mFTL,
alors, pour tout t € I, f; est la seule fonction a avoir son type différentiable
dans un voisinage de t et ¢t est donc bien un invariant local. U

On peut préciser ce résultat de la facon suivante :

Théoreme 77. — Supposons que [’homotopie f; = f + th soit telle que

S1Cf. Siersma [41].
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L. mF C mA (f) +mh 2,
2. h & mA(f) +mrt1

3. codim (f;) est constante,

alors t est un invariant local (un module) au voisinage de t = 0.

Comme nous le verrons a la section suivante, lorsque 1’on considere les
déploiements universels W des singularités simples, les ensembles catastrophi-
ques Ky de ces déploiements sont naturellement stratifiés par une stratification
conique sur f, la strate la plus singuliere se réduisant a {f}. Lorsqu’il existe
des modules il n’en va plus de méme. La strate la plus singuliere de Ky ne
se réduit plus a {f}. Elle est une déformation & p parametres (u étant le
nombre de modules) de f, les f, étant de types différentiables différents tout
en étant exactement de méme “complexité”. Pour éclairer ce dernier point
donnons un exemple de module. Considérons I’homotopie f; = z* + y* + ta?y?
du double cusp z* + y* ot h = 2%y%. Les f, sont déterminées a l'ordre 4 et de
codimension constante 8. Il est en plus facile de vérifier que h ¢ mA(f) +m®.
En effet h est de degré 4 et dans mA(f) + m® les seuls termes de degré 4 sont
des combinaisons linéaires de z*, y*, 2%y et xy3. D’apres le théoreme 77, cela
implique que ¢ est un module (au voisinage de ¢t = 0).

Dans cet exemple, la raison de ce phénomene étrange est la suivante.
Comme les f; sont 4-déterminées, on peut se situer dans J%(2,1) et y con-
sidérer les orbites des f;. Mais comme les f; sont homogénes seule intervient
a 'ordre 4 la partie linéaire des difféomorphismes de G. f; étant homogene
de degré 4, elle est le produit de 4 droites complexes sur lesquelles les change-
ments linéaires de coordonnées dans R? opérent comme des transformations
projectives. Ces changements laissent donc invariant 'invariant projectif qu’est
le birapport de ces 4 droites. Or le parametre ¢ est fonction de ce birapport.

Notons toutefois que les phénomenes de modules disparaissent pour les
fonctions (i.e. n = 1) lorsque l'on considére, au lieu de I’équivalence différen-
tiable (ou de ’équivalence a droite), 1’équivalence plus grossiere qu’est I’équiva-
lence topologique.

10.4 La classification topologique et le lemme d’isotopie
de Thom

Si I'on remplace les difféomorphismes de M et R par des homéomorphismes, on
obtient 1’équivalence topologique. René Thom avait conjecturé qu’il n’existait
dans J*(m, 1) quun nombre fini de types topologiques et donc que, dans les
homotopies f; manifestant les modules, le type différentiable variait a type
topologique constant. Cette conjecture a été démontrée par Takuo Fukuda.
Toutefois, elle est fausse pour J*(m,n) si n > 3 car il existe alors des types
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topologiques variant eux-mémes de facon continue.5?

Nous allons résumer la preuve de Fukuda car, outre son intérét propre,
elle nous permettra de préciser le concept si fondamental de stratification et
d’évoquer le théoreme fondamental de Thom appelé “lemme d’isotopie”.

Précisons d’abord le concept de stratification au sens de Whitney. Soit M
une variété différentiable (compacte). On peut toujours la considérer comme
plongée dans RY pour N assez grand (théoréme de plongement de Whitney,
Corollaire 16) et donc supposer M = R™. Une stratification de R™ est alors
une partition de R™ en sous-variétés connexes X;, appelées strates, satisfaisant
trois types de propriétés.

1. Une propriété de finitude : si x € R™, il existe un voisinage de x ne
rencontrant qu'un nombre fini de strates.

2. Une propriété de frontiere : si X; N X, # @ alors X; C X, — X, = 0X,.
Autrement dit, si la strate X; contient des points adhérents a X, alors elle
est totalement incluse dans la frontiere 0X; = X; — X; de X;. On dit que
X, et X sont incidentes et on note X; < X;. C’est la propriété d’incidence
qui est la plus caractéristique de la notion de stratification. Intuitivement,
une strate de codimension k correspond a la satisfaction de k conditions
indépendantes de codimension 1 et une strate incidente revient a satisfaire
une condition supplémentaire. Les stratifications que nous avons rencontrées
(et qui géométrisent la notion de classification d’objets hierarchisés par un
degré d) sont de ce type : stratification de Thom-Boardman et stratification
des espaces de jets J* (m, 1) par la codimension. Dans ce cas, si F est 1'espace
total des entités f considérées et si Fy; est 'ensemble des éléments de degré
> d, les strates de degré 0 sont les composantes connexes de E — E, les strates
de degré 1 les composantes connexes de F; — FEs, etc.

3. Deux propriétés de régularité d’incidence appelées conditions A et B de
Whitney. Soit (X;, X;) une paire de strates incidentes, X; C X, — X;, et soit
y un point de Xj.

Condition A. Si (z,) est une suite de points de X; convergeant vers y et
telle que la suite des espaces tangents T, (X;) admettent une limite 7', alors
T,(X;)CT.

Condition B. Si (2, y,) est une suite de points de X; x X; convergeant vers
(y,y) et telle que la droite x,y, tende vers une droite limite ¢ et que I'espace
tangent T, (X;) tende vers une limite 7', alors £ C T'.

Une telle stratification s’appelle aussi complexe de Whitney ou W-complexe.
Si M et N sont deux ensembles stratifiés, une application f : M — N sera
dite stratifiée si

1. 'image d'une strate de M est contenue dans une strate de V;

2. la restriction de f a chaque strate est une submersion.

520f. Fukuda [11]. Cf. aussi Thom [51] §3.2.
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L’un des intéréts principaux de la notion de stratification est qu’il existe
des stratifications naturelles des applications polynomiales dont les strates sont
des ensembles semi-algébriques. Elles correspondent a 'itération de 'opération
“prendre le lieu singulier” (idée que nous avons déja rencontrée a propos de
la stratification de Thom-Boardman). Rappelons qu'un ensemble algébrique
X de R™ est 'ensemble X = {x € R™ | py(z) =+ =p,(x) =0} des zéros
communs a un ensemble fini de polynomes py, ..., p,. La classe 2l des ensembles
algébriques n’est pas stable par les opérations de complémentarité X — R"™—X
et d'image X — f(X) ou f est un polynéme f : R™ — R". Si l’on considére
en revanche les ensembles semi-algébriques définis par des égalités p; (x) =0
et des inégalités p; (x) > 0 alors leur classe & devient stable par réunion,
intersection, complémentation et image (théoreme de Tarski-Seidenberg). On
peut montrer (théoreme de Chevalley-Lojasiewicz) que si X € &, alors X € &
et que si X,e; est I'ensemble des points réguliers de X, i.e. des points au
voisinage desquels X est une variété, alors X,., € G.

Il est par conséquent naturel d’appeler G-stratification une stratification
dont toutes strates sont des ensembles semi-algébriques. Si X et Y sont deux
strates incidentes avec Y C X — X = 90X, notons K4 (X,Y) (resp. Kp(X,Y))
I’ensemble des points de Y ou la condition A de Whitney (resp. la condition
B) n’est pas satisfaite (i.e. les points ou incidence est singuliere). Whitney
a démontré que les lieux singuliers K4 et Kp sont semi-algébriques et que
dim (K4) < dim (Kp) < dim ().

Considérons maintenant une application f : M — N dont la source M est
stratifiée. Soit (X,Y’) une paire de strates incidentes de M, Y C X — X. Sup-
posons que les restrictions f |y et f |y de f aux strates soient de rang constant.
On dira que (X,Y') possede la propriété ay d’étre sans éclatement si, étant
donnée une suite (z,) de points de X convergeant vers y € Y et telle que les
noyaux Ker (D,, (f |x)) convergent vers T' C T, M, on a Ker (D, (f |y)) C T.
D’autre part, si f : R™ — R™ est une application polynomiale, on peut, dans la
ligne de ce que nous avons vu a propos de la stratification de Thom-Boardman,
considérer la décomposition de la source par le rang de I'application linéaire
tangente. Plus précisément, si M C R™ est une sous-variété S-stratifiée et si
X est une strate de M, notons S (f |x) I'ensemble des x € X ou le rang de
D, (f |x) n’est pas égal a sa valeur maximum sur X . Comme la non maximalité
du rang s’exprime par une condition alébrique d’annulation de déterminants,
S (f |x) est semi-algébrique. On peut donc raffiner la G-stratification de M
de facon a ce que f soit de rang constant sur les strates. On peut alors montrer
que l'ensemble des points ou les (X,Y") ne satisfont pas la propriété a; sont
également semi-algébriques.

Cet ensemble de résultats permet de comprendre que, par raffinements
successifs, on puisse stratifier une application polynomiale sur un ensemble
semi-algébrique M de R™. On stratifie d’abord M en prenant les composantes
connexes de M,q,. Puis on stratifie par récurrence son lieu singulier Mg, en
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prenant d’abord les composantes de (MSing)reg’ puis celles de <<MSing)sing> ,

reg

etc. On raffine cette stratification de fagon a ce que les conditions A et B de
Whitney soit satisfaites. Ensuite, on raffine encore la stratification obtenue de
fagon a ce que f soit de rang constant sur les strates. Enfin, on raffine une
derniere fois pour que la propriété a; soit partout satisfaite. Si de plus on
considere que le but N de f est également G-stratifié, on peut raffiner encore
la stratification de fagon a ce que f devienne une application stratifiée.

Dans ce cadre général, pour démontrer le théoreme de Fukuda sur la fini-
tude du nombre de types topologiques, on raisonne de la fagon suivante. Soit
J¥ = J¥(m,1) Vespace des polynomes sur R™ de degré < k. Un polynome
p(x) € J* sécrit sous la forme Y=V a2 ot a = (ay,...,q,) est un
multi-indice de degré a; + -+ ay, < k, (@ =2 ... 29 et N est le nombre
de coefficients d'un p (x) général. Autrement dit, on identifie J* & RY. Soit
F Tapplication F' : RY x R™ — RN x R qui & (p,z) € RY x R™ associe
I'évaluation (p,p(x)) € RN x R. Considérons la suite

RY xR L RY xR 5 RY

ou 7 est la projection canonique. Il s’agit de la stratifier de facon a pouvoir
appliquer 1'outil fondamental qu’est le lemme d’isotopie de Thom.

Pour énoncer le lemme d’isotopie, donnons d’abord la définition suivante.
Soit f : M — N une application stratifiée. On dit que f est sans éclatement
si tout couple (X,Y’) de strates incidentes satisfait la propriété ay. Soient
f+E — Fetg:F — V deux applications stratifiées o V est une variété
connege trivialement stratifiée. On dit que f est un morphisme de Thom au-
dessus de g si, pour tout point a € V', f, : E, — F, est une application strati-
fiée sans éclatement ou f,, E,, F, sont les fibres au-dessus de a. Autrement
dit, un morphisme de Thom est une déformation sur V' de morphismes sans
éclatement.

Théoréme 78 (second lemme d’isotopie de Thom). — Soit f : E — F
un morphisme de Thom propre au-dessus de g : ' — V propre. Alors les
applications fibres f, : E, — F, ont toutes le méme type topologique.

On peut lever la condition de propreté en se localisant dans les fibres.

Théoréme 79 (lemme d’isotopie locale). — Soit f : E — F un morphisme
de Thom au-dessus de g : F' — V. Si p et q sont deux points d’une méme strate
de E,sia=gof(p)etb=gof(q), alors le germe en p de l’application fibre
fo: E, — F, et le germe en q de f, : E, — F}, ont le méme type topologique.

Si on applique ce lemme d’isotopie locale & la suite RY x R™ LRVXR S
RN on voit que la fibre au-dessus de p € RY = J* est tout simplement le
polynome p : R™ — R. Le point essentiel consiste donc a montrer qu’il existe
une G-stratification S (RN ) de RY telle que, pour chaque strate X de S (RN )
il existe des G-stratifications de X x R™ et X x R pour lesquelles la restriction
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de F' a X x R™ soit un morphisme de Thom au-dessus de la restriction de
m a X X R. En effet, la finitude découlera alors, d’apres le lemme d’isotopie,
de celle des G-stratifications. La partie technique du travail de Fukuda [11]
consiste en la construction de ces G-stratifications.

11 Les déploiements universels

Apres avoir classé les singularités simples, il nous reste a envisager leur déploie-
ments universels. Intuitivement, si f est k-déterminée, il s’agit de se situer dans
J¥(m, 1), de considérer d’abord 'orbite f de f (orbite dont I'espace tangent
en [ est 'image dans J* de mA(f)) puis, si ¢ = codim(f), une section W de
dimension ¢ transverse & f en f. W étant isomorphe & un voisinage de l'origine
de R, cette section est identifiable a une déformation — a un déploiement — f,,
de fo = f, w € W. Trois questions se posent alors :

(i) Montrer que tous ces déploiements sont équivalents.

(ii) Montrer autant que faire se peut qu’ils sont stables en tant qu’applications
F:R™xR¢— R x R®

(iii) Montrer qu’ils sont universels au sens ou tout déploiement f; de f de
base T" peut se déduire de f,, par image réciproque d’une application, si
possible unique, 0 : T'— W.

Soit (f;) un déploiement de f, c’est-a-dire une application F’ : R™ x R’ —
R, F'(z,t) = fi(x). Si (g:) = G’ est un déploiement de méme base, on dit que
F’ et G’ sont équivalents si il existe un difféomorphisme H de R™ x R au-dessus
d’un difféomorphisme ¢ de (R%,0) (i.e. de la forme H(z,t) = (Hy(z,t), (1))
et une application 7 : R — R tels que :

(i) H(x,0) = Idgm et
(i) G'(x,t) = F'(H(x,t)) + ¥(t).

On considere donc deux déploiements comme équivalents si 'on peut les
ramener I'un a l'autre :

(i) par un difféomorphisme ¢ de la base;

(ii) par une famille de difféomorphismes H; de la source R” variant différentiablement
avec t et envoyant la fibre R™ x (¢) sur la fibre R™ x (p(t));

(ili) par une famille de translations ¢ (¢) du but R dépendant de t.
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Si I'on associe & F”' et G’ les applications F : R™ x R — R x Rf et G :
R™ x RY — R xR données par F(z,t) = (fi(x),t) et G(x,t) = (g:(x), 1), il est
facile de vérifier que F’ et G’ sont équivalents comme déploiements si et seule-
ment si I’ et G sont équivalents pour une restriction de I’équivalence de contact.
Dire en effet que F et G sont C-équivalents, c’est dire par définition qu’il existe
un difféomorphisme 6 de R™ x R’ et une famille Q(z,) de difféomorphismes
entre R x R x {(z,t)} et R x R® x {f(z,t)} tels que l'on ait G (z,t) =
Q) (F (0 (x,t))). Or si F' et G’ sont équivalents comme déploiements, on
a

G (1) =(G (2,t) 1) = (F" (Hi(z,1), 0(t)) + ¥(t), 1)
= Q(Iﬂf) (F (‘9 (z, t))) = Q(%t) (F, (91 (:L‘, t) 7t))

ol 8 = H est un difféomorphisme tenant compte de la structure de produit de
R™ x R et ol Q) (x,) st une translation indépendante de .

Faisons d’ailleurs une remarque a ce propos. L’idée de déploiement uni-
versel consiste a plonger optimalement une application f : M — N structurelle-
ment instable dans une application F : M x R* — N x R? qui soit, elle, struc-
turellement stable. Mais dans cette optique, F' doit étre stable au sens des
déploiements, i.e. au sens d’applications compatibles aux projections canon-
iques M x RY = R, N x R* — R’. D’ou la question de savoir quel type de
stabilité il faudrait considérer pour que les déploiements universels soient struc-
turellement stables non pas simplement comme déploiements mais aussi comme
applications. C’est la que I’équivalence de contact introduite par Mather prend
tout son sens. Sil’on considere en effet I’équivalence de contact, un déploiement
universel de f est une application structurellement stable F' : M xR? — N xR?.
Ce résultat est a l'origine de la classification des germes stables par 'anneau
local de leur fibre f~1(0).53

Munis de la définition de I’équivalence des déploiements, on peut alors
développer une théorie de la stabilité en tout point analogue a celle que
nous avons esquissée plus haut. C’est bien la stabilité qui est fondamentale
puisqu’en déployant une singularité f on cherche précisément a la plonger dans
une famille f; qui soit stable comme famille (I'opération inverse consistant a
partir d’une application stable “fibrée” au-dessus d’une base et a chercher les
fibres instables). Donnons quelques idées des résultats obtenus.

D’abord on ramene la condition de stabilité a une condition de transver-
salité dans les espaces de jets, i.e. a une condition de stabilité infinitésimale, et
I’on montre réciproquement que la stabilité infinitésimale implique la stabilité.
Ensuite on prouve un critere de stabilité. Soit p(f) le plus petit k tel que
mFtL C A(f). D’apres le corollaire 68, p(f) existe si f est de codimension finie
et p(f) < codim(f). Puisque l'on cherche des déploiements universels, on ne
considere que le cas ¢ > codim(f). Disons que ¢ germes hy, ..., hy constituent

3 Cf. Chenciner [10] §9 et Thom [51] §3.2.5.
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un systéme transverse pour f si, avec les fonctions constantes, ils engendrent
£ comme espace vectoriel sur R modulo A(f) + mP)+L,

Proposition 80. — Le déploiement (f;) est stable si et seulement si les 8_tt’
1=1,...,0 constituent un systeme transverse pour f et, plus précisément, si et
seulement si f; est (4 équivalence prés) de la forme f,(x) = f(x)+>_, tihi(x)
ot les h; constituent un systéme transverse pour f et sont des polynomes de
degré < p(f).
Si f; est unfdéploiement7 notons V; le sous-espace vectoriel de £ engendré
t
t;
V, + m**L. D’apres la proposition 80, f; est stable si et seulement si il est
p(f)-transversal. Cette condition peut s’exprimer de fagon tres géométrique
dans les espaces de jets J* (oul k est supérieur a I'ordre de détermination de
f). Soit f un germe de m? et o son k-jet. o ne tient compte que du germe de
f en 0 et ne dit rien sur les germes de f en xy # 0. Pour pallier cette difficulté,
on peut, pour zy # 0, considérer la fonction f(zo+x)— f(x) dont le germe en
xo est un élément f,, de m et définir le prolongement de f comme le germe de
I’application qui & xyp € R™ associe f,,. On définit de méme le prolongement
du k-jet de f, le prolongement d’un déploiement et le prolongement du k-jet
d’un déploiement.

par 1 et les , 1 =1,...,0. Disons que f; est k-transversal si &€ = A +

Proposition 81. — Le déploiement f; est k-transversal si et seulement si le
prolongement de son k-jet est transverse sur l'orbite de j*f dans J*.

Ce résultat permet facilement de construire des déploiements transversaux
(et donc stables) des singularités f de codimension finie. Il suffit de considérer
une base hy, ..., h. (¢ = codim(f)) de m/A et de définir f, par

Jo=f+ sz’hi- (35)
i=1

Ces déploiements sont transversaux pour tout k > 0.

Le résultat fondamental sur les déploiements est que tous les déploiements
transverses de bonne dimension ¢ = codim(f) sont non seulement stables mais
universels et tous équivalents, autrement dit, qu’a équivalence pres, il n’existe
qu’un déploiement universel d’une singularité de codimension finie.

Théoréme 82.°* — Si f est de détermination finie k et de codimension finie
c, alors :

(i) f admet des déploiements universels de dimension minimale c,

(ii) tout déploiement k-transversal est universel,

54 0f. par exemple Zeeman [56].
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(ili) tous ces déploiements sont équivalents s’ils ont méme dimension.

Preuve. — Esquissons la démonstration. Il est d’abord assez facile de vérifier
que si f; est un déploiement universel de base T' = R, alors il est k-transversal
pour tout k£ > 0 et £ > codim(f). Soit en effet f,, le déploiement (35). Comme
fi est universel, il existe un morphisme W — T tel que f,, s’obtienne par image
réciproque de f;. On montre que cela implique V,, C A+ V;. Or comme f,, est
transversal, on a £ = A+V,, et donc &€ = A+V,, i.e. f; est k-transversal pour
tout k£ > 0. D’autre part, £ > dim (V;) — 1 > dim (m/A) = codim(f).

Mais le point le plus délicat de la preuve est de montrer que si f; et g,
sont deux déploiements k-transversaux de f (k > codim(f)) de méme di-
mension ¢, alors ils sont équivalents. Notons V;' et V! les espaces vectoriels

— {constantes} et V,, — {constantes}, i.e. les sous-espaces vectoriels de m
engendres par les 8ft et les 89“ pour i = 1,... /. Dire que f; est k-transversal
c’est dire que m = A—i—Vt’—i-mk“. Comme f est k-déterminée, mF*! c mA C A
et donc m = A + V/. Pour les mémes raisons m = A + V. Autrement dit les
systemes des g{t et des 89“ ,1=1,...,¢, engendrent tous deux m/A. On mon-
tre alors que l'on peut, en prenant un déploiement universel équivalent a f;,
se ramener au cas ol g{t = ggu“, i =1,...,¢. On considere ensuite I’homotopie
Jrs = (1 —35) fi+ 5894, s € I =1[0,1], entre f; et g, et on montre que 3 aft ‘3%2,
¢ =1,...,¢ implique que f; soit k-transversal pour tout s € I et que cette
condition de transversalité permet de construire les difféomorphismes d’une
équivalence déformant l'identité sur I et faisant passer de f; a fi s et donc a
gy, pour s = 1.

Une fois démontré ce résultat clé, il est trivial de vérifier que deux déploie-
ments universels f; et g, de méme dimension ¢ sont isomorphes. Ils sont en
effet k-transversaux pour tout & > 0. Réciproquement, on montre que si f; est
k-transversal (k > det (f)), il est universel. Enfin, le déploiement f, de (35)
est universel, transversal et de dimension minimale. O

Pour conclure cette section, donnons les déploiements universels des singu-
larités simples.

1. Les cuspoides ou queues d’arondes A, = 2%, k> 3 :

fo=12"+ax"? + - +ap_z.
2. Les ombilics Dy = 2%y £y, k > 3 :
fo=2y£v" +a* '+ + a1y + b
3. Eg = £y
fo =2 £ y* + azy® + by + ¢y + dy + ex.
4. By = 23 + ay?
fo =2+ 2y® + ay® + by® + cy® + day + ex + fy.
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5. By = a3 + 1 :
fuw = 2> +9° + axy® + bry? + cy® + dy? + exy + fx + gy.
12 La géométrie des catastrophes élémentaires

12.1 Du concept a la géométrie

Nous avons vu comment les concepts constitutifs du modele général pouvaient
étre progressivement transformés en une théorie géométrique. Les étapes de
cette progression du conceptuel vers le géométrique sont les suivantes :

(i) spécification du modele général en termes d’étude de la structure des
espaces fonctionnels F (analyse des ensembles catastrophiques Kr);

(ii) réduction a la dimension finie et démonstration de I’existence de formes
normales algébriques;

(iii) étude de la géométrie des applications catastrophiques associées a ces
formes normales.

D’apres les théoremes difficiles évoqués dans les sections précédentes, cette
géométrie est essentiellement de type “géométrie des discriminants”. Elle doit
étre interprétée a équivalence différentiable pres.

Soit f € m* une singularité de codimension finie ¢ = codim(f). Soit (f,,) un
déploiement de f de dimension ¢ ayant pour base W un voisinage de 'origine
de RY. Soit ¥y le lieu critique de (f,), i.e. Pensemble des (x,w) € R™ x R
tels que z soit un point critique de f,.> Yy est défini (localement) dans

w

R™ x R’ par les équations o 0,i=1,...,m. Comme f €m? 0 € Xy et

(2

'on peut considérer (le germe en 0 de) I'application yyy : Yy — R restriction
a Yy de la projection canonique R™ x RY — R xy, s’appelle I'application
catastrophique (ou la catastrophe) induite par (fy,).

Considérons le cas le plus élémentaire — dit “catastrophe pli” — celui d'un
point critique dégénéré de type z3 (point d’inflexion). La singularité x3 est
déterminée a 'ordre 3. Elle est de codimension 1 et de déploiement universel
fu(z) = 2® + uz. L’équation f!(z) = 0 donnant les points critiques est ici
I’équation du second degré 322 +u = 0 et donc, pour u > 0, f,, est sans point
critique alors que, pour u < 0, f, admet deux points critiques, un maximum
et un minimum (cf. figure 7). On peut considérer le graphe total V' de la
fonction & deux variables f(x,u) = f,(z). Ce graphe est un “relief” au-dessus
du plan (z,u) qui a la forme caractéristique d’une surface “fronce” obtenue par
évanouissement de deux plis. Son équation est y = 23 +wux, soit 23 +uxr—y = 0

(cf. figure 8).

S5Rappelons que Yy s’appelle aussi 1'(hyper)surface caractéristique ou I'(hyper)surface
de catastrophe.
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fu(u<0) fo=x3(u=0) fu(u>0)

Figure 7: Déploiement universel de la singularité z3.

Le lieu critique ¥ du déploiement est d’équation f/(z) = 32* +u = 0.
C’est une parabole. L’application y est la projection de ¥ sur I'axe u. On
remarquera que le sommet de la parabole ¥ est en (u = 0,z = 0) et que,
pour cette valeur, la fibre y~!(u) change de type : pour u > 0, x"'(u) est
vide alors que pour u < 0, x "' (u) est constituée de 2 points. Le collapse des
deux points critiques de f,, (u < 0) en u = 0 peut s’exprimer de fagon imagée
en disant que X se “plisse” au-dessus de u = 0. D’ou le nom de catastrophe
pli donnée A la catastrophe de bifurcation associée a la singularité z3. On
remarquera aussi que I’ensemble catastrophique K de W (W est ici réduit a
l'axe des u) est le point u = 0 et que ce point est le contour apparent du lieu
critique X relativement a la projection y : ¥ — W c’est-a-dire 'image par y
de I’ensemble I' des points de X ou la direction de projection est tangente a ..
En effet, dire que le point (z,u) de ¥ appartient a I', ¢’est dire non seulement
que z est point critique de f,, mais aussi qu’en ce point f//(x) = 0, que x est
donc un point critique dégénéré de f, et donc que v € K. D’ailleurs, le lieu
critique X peut lui-méme s’obtenir a partir d’un autre lieu critique C, celui de
la surface V relativement & la projection m du R? de coordonnées (x,u,y) sur
le plan (u,y). V est en effet d’équation f,(z) —y = 0. Son lieu critique C,
relativement a 7, est donc d’équation f)(x) = 0 et la projection de C sur le
plan (z,u) redonne bien ¥ (cf. figure 8).

Enfin, on peut considérer le graphe des valeurs critiques de f,, c’est-a-dire
I’ensemble des points du plan (u,y) tels que y soit la valeur f,(x) de f, en
un de ses points critiques. Il est facile de vérifier que ce graphe est le contour
apparent 7(C') de V relativement a la projection 7 (cf. figure 8).

Supposons f € m? et considérons un déploiement universel (f,,) de f. Les
z;, © = 1,...,m appartiennent & m/A puisque A C m? et 'on peut donc
supposer dans la formule (35) que h; = x; pour i = 1,...,m, les h; étant de

O fw 0 . oh;
degré > 2 pour m < j < ¢. Alors 8”; = 8;: + w; + Zj:mH wja—xz et Yy

est donnée par m-équations polynomiales w; = ¥(xy, ..., Ty, Wity - -, We),
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Figure 8: La catastrophe pli.
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i.e. par le graphe de . Or un tel graphe est difféomorphe a sa source.
Autrement dit, Xy est difféomorphe a R¢ et la catastrophe yy, est une appli-
cation différentiable entre les variétés équidimensionnelles Yy et R€.

Les applications catastrophiques se transforment naturellement par les mor-
phismes de déploiements. En particulier, si deux déploiements sont équivalents,
leurs catastrophes sont différentiablement équivalentes et donc, si 'on se re-
streint aux déploiements universels (qui sont tous équivalents), il n’existe es-
sentiellement qu’une catastrophe déployant une singularité f de codimension
finie. Qui plus est, il est facile de montrer que le type différentiable de cette
catastrophe ne dépend que du type différentiable de f. Les catastrophes des
singularités simples de petite codimension sont appelées élémentaires. Elles
sont au nombre de 7 en codimension < 4 et au nombre de 11 en codimen-
sion < 5. Comme 'on connait les déploiements universels sous forme normale
algébrique, elles sont explicitement (sinon facilement) calculables.

Les catastrophes élémentaires déployant les singularités simples sont sta-
bles au sens ou si yy est induite par un déploiement universel (f,,), pour tout
déploiement f, assez voisin de f,,, u € U, Xy sera équivalente a yy,. Mais cela
ne signifie pas pour autant qu’elles soient stables dans I’espace des applications
X : R — R¢ Elles ne sont stables qu’en tant qu’applications de R¢ — R® in-
duites par des déploiements (f,). Certaines singularités peuvent apparaitre
stablement dans une application x quelconque sans pouvoir pour autant ap-
paraitre dans les xy,. Réciproquement, certaines catastrophes stables comme
catastrophes peuvent étre instables si on les considere comme applications
quelconques. En codimension 2, il y a équivalence car, d’apres le théoreme 47
de Whitney-Thom, les deux seules singularités stables y : R? — R? sont le pli
et le cusp c’est-a~dire précisément les deux catastrophes élémentaires. Mais en
codimension 4, il y a divergence. Seules les 4 cuspoides ou queues d’aronde
sont a la fois des singularités stables et des catastrophes élémentaires. Les
ombilics ne sont pas des singularités stables et les singularités stables de type
S5 ne sont pas des catastrophes élémentaires.

12.2 Linéarisation des catastrophes

Avant que d’en venir a la géométrie des catastrophes élémentaires, indiquons en
suivant Christopher Zeeman [57] comment on peut simplifier une application
catastrophique en la linéarisant en partie.

12.2.1 Le cadre général

Soient f, un déploiement universel de f de dimension ¢ = codim(f) finie et
Xw @ Zw — W la catastrophe induite. Soit k l'ordre de f: f € m* k > 3,
f ¢ mFL Le déploiement f, est associé a une base hy,...,h, de m/A par
la formule (35) : f, = f+ > —{ w.h,. By est la sous-variété de R™ x R® =

56 Of. Zeeman [56).
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0

R™ xm/A =R™ x W d’équations 5 -

i

est la restriction a Xy de la projection canonique R™ x m/A — m/A. L’idée
est alors de linéariser Xy et de factoriser yy, & travers cette linéarisation.

=0,i=1,...,met xy : Ty — m/A

Considérons Iapplication f : R™ x m/A — m qui associe a (z,w) le germe

de la fonction f @w) (&) = fu(x +&) — fu(x), £ € R™ f est le prolongement
de f,, obtenu en translatant I'origine (0,0) en (x,w). Or dans les espaces m* et
mF / m’ il existe des stratifications canoniques Sy et Sk, données par les orbites

pour I’équivalence (a droite). Elles ne dépendent pas de f mais uniquement de
m, kL.

Lemme 1. — Xy = f—l (m?).

Preuve. — Considérons en effet le développement de Taylor de fv($7w), On a
3 (w0
fea) (€) = €752 (0) + - - et donc :

ra 8~xw
Frowy € m? & Hem) ) (36)
) a£
Mais comme affa—’g’”) = (gf;ll” (x+§), ..,ggfw (x —|—f)>, (36) est équivalente a
Ofw
8f (x)=0,i=1,...,m, i.e. a(x,w) € Xy O
i

Ceci dit, il y a deux fagons de stratifier xy;, et sa source Xy . Soit on con-
sidere xy;; comme une application (stable) entre variétés équidimensionnelles
et on lui applique les techniques de Thom-Boardman, soit on considere en
chaque point (z,w) € Yy le type de fz.) et on stratifie Xy par I'image
réciproque f* (S7) de la stratification canonique de m par f Dans ce cas,
puisque Ty = f~! (m2) d’apres le lemme 1, Strat (Sy) = f* (Ss). Le rapport
entre ces deux points de vue est le suivant. Considérons d’abord S; (xw ),
i.e. le lieu singulier de yyy, @ (x,w) € Sing (xy) = S1 (X ) si et seulement si
I'application linéaire tangente D, )Xy, nest pas de rang maximal c en (z, w).
Or Xy est lintersection (réguliere) des hypersurfaces 3;, i = 1,...,m, de

R™ x W = R™ x m/A d’équations respectives 9w (x) = 0. Les vecteurs tan-

ox;
gents & X; en (x,w) sont les vecteurs (£, i) de Tz ) (R™ x m/A) satisfaisant :

Ofu -
t(22) €m0 e (31)
0 fu 0 fu _
(&v,@x 5) * <8xi0w ,u) =0
o Pfu i O fu 0 fu
ou < 95,01 f) est le produit scalaire ! B axjf et ( ar.00 ) le pro-
2
duit scalaire > ¢ a .. Dire que (z,w) € Sing (xy) = S1 (xw) c'est

r=1 &rﬁwr
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dire que D(; )Xy annule un vecteur de T(, ) (Xw). Mais comme xy, est la
restriction d'une projection R™ x W — W cela signifie qu’il existe un vecteur
(& 1) € Tiaw) (Xw) qui est vertical, i.e. de la forme (£,0). D’apres (37), cela

02 fus
équivaut a dire que 'on a / &l =0pourei=1,...,m, soit :
0x,;0x
j=m
& fu .
;axiamjfj:0,pourz:1,...,m. (38)

Or cela signifie que le hessien H (f,,) de f, en x n’est pas de rang maximal,
autrement dit que z est un point critique dégénéré de f,, ou encore que 0
est un point critique dégénéré de f(,.,). La stratification S; (X ) est donc
I'image réciproque par fdu complémentaire dans m? des strates régulicres de
Sy. Qui plus est, comme le type de xy, en (z,w) ne dépend que du type de
ﬁx,w), Strat (xyy) au sens de f* (Ss) est plus fine que Strat (x,y) au sens de
Thom-Boardman. Nous avons vu par exemple que la stratification de Thom-
Boardman ne distingue pas les points critiques non dégénérés suivant leur
indice.

Supposons f € m*, k> 3. Ona A C m* ! et mA C m*¥ C m2 On peut
donc considérer la projection canonique m?/mA — m?/m*, la stratification
canonique S = Sy, de m?/m” et son image réciproque S* dans m?/mA. Soit
alors I'application composée

0 R™ x m/A -5 m—m/mA

ou 7 est la projection canonique.
Lemme 2 (Zeeman). — 6 est un difféomorphisme local.

Preuve. — Pour prouver ce lemme, il suffit de montrer, d’apres le théoreme
3 d’inversion locale, que Papplication linéaire tangente Dyf’ de 6" en (0,0) est
un isomorphisme. Pour cela, remarquons d’abord que R™ x m/A et m/mA
sont de méme dimension. En effet, dimg (R™ x m/A) = m + ¢ et d’autre part

dimg (m/mA) = dimg (m/A) + dimg (A/mA) = ¢ + dimg (A/mA) .

Or dimg (A/mA) = m car les of

, 1 = 1,...,m, constituent une base de

A modulo m. En effet, tout élément g € A s’écrit comme g = ZZT aia—f
Ly

avec a; € €. Mais a; = a; + b; avec a; € R et b; € m. Donc, modulo mA,

=m /af 8
g=>_] aiaxi et les o

ils sont linéairement indépendants car s’ils étaient linéairement dépendants, il

i=m  OF _ 9f

existerait des a} non tous nuls et des b; tels que Y ;—|" a; =3 b
- 0@ - 8@

engendrent donc A/mA comme R-vectoriel. Or
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- 0
Si X était le champ sur R™ défini par X = 3 .~ (a; — ;) B
T

donc X (f) = 0. Mais X serait régulier en 0 car les a; ne sont pas tous nuls.

0
8:151 ’
Cela impliquerait que f ne dépende que de (s, ..., Z;,). Or cela est impossible
puisque f est de codimension finie.

Revenons au lemme 2. Les vecteurs tangents en (0,0) a R™ x m/A sont
de la forme (&, ). Pour les vecteurs de type (£,0), Dof’ est un isomorphisme

, on aurait

On pourrait donc, par changement de coordonnées locales, écrire X =

w
oz,
autrement dit, entre ToR™ et A/mA. Pour les vecteurs de type (0, ), Dot
est, par construction de f,,, un isomorphisme entre Tj (m/A) et un sous-espace
supplémentaire de A dans m/mA. Cela démontre le lemme. U

Comme mA C m?2 et comme, d’apres le lemme 1, Sy = £~ (m2), ¢’ induit
un difféomorphisme 6 entre Yy et m?/mA, qui sont tous les deux de dimension
c. Mais, contrairement a Xy, m?/mA est un espace vectoriel et ’'on peut donc
dire que 6 linéarise Xy . Par le biais de 6, on peut remplacer ’application
catastrophique xy, par une application x = xy © 67! i m?/mA — m/A =W
rendant commutatif le diagramme suivant :

entre ToR™ et le sous-espace de m/mA engendré par les pour w = 0,

Y 2 m?/mA
Xw N\ /X
m/A =W

L’application xy, est une projection et donc une application “simple” (linéaire)
entre une variété “compliquée” Xy et W. Au contraire, x est une application
“compliquée” entre une variété “simple” (linéaire) m?/mA et W.

Dans m?/mA, on peut considérer la stratification canonique S* image
réciproque de Sy, = S par la projection m?/mA — m?/m”. 1l est facile de
voir que la stratification de x image par 6 de Strat (xy,) = f*(S2) raffine
S*, le raffinement ne portant que sur les strates de S dont les jets sont non
déterminés a 'ordre k.

12.2.2 Les principaux exemples

Explicitons les applications linéarisantes y et la stratification S* pour les catas-
trophes élémentaires.

Les cuspoides Ay_;. Soit Aj_; la queue d’aronde z* ou, mieux, %xk’ On a

A= (") =mF! mA = mF et codim (f) = k — 2. Le déploiement universel

est

Pttt
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1) = - x>

Figure 9: La linéarisation de la catastrophe pli (voir texte).
et m/A a pour base (x, %, ce Lf) Donc

52

k
< I (@)

Jowa (€) = €00, (@) + S fu (@) o+
et m/mA = m/m* a pour base (¢,&%,. .. 7éﬂkz—l) et pour coordonnées (uy, . .., Ug_1)-

Dans ces bases, §' est 'application qui associe & (z,ay,...,ap_2) = (v, w) €

(k=1)
R xm/A le (k — 1)-uple (f{u (),..., f?271§f)> et (z,w) € Ly si et seulement

si f/ (z) = 0, autrement dit, si et seulement si §' (r,w) € m?*/mA qui est
de base (52, e ,£k71) et de coordonnées (usg,...,ux_1), et dans ce cas, on a

” (k—1)
0 (z,w) = (fWQ(x), ce f“(’?l)(f)) D’ou le systeme d’équations :

us = 5 [(k = 1) 2" 2+ (k = 3) ap—ox®* + - -+ + Bas2® + 2a37 + as]
us =3 [(k—1) (k —2) 2" + (k= 3) (k — 4) ap—23"° + - - - + 6asz + 2as]
Uk—1 T

(39)

Dans le cas du pli 23, si 'on pose a; = a, u; = u et uy = v, on obtient

0 : (v,a) — (u=2?>+a,v=u21). Ty est, dans le plan (z,a), la parabole

7?2 +a = 0 et 0 est la projection de Xy sur Paxe des x. Quant & yy;, cest

la projection sur I'axe des a et x est I'application d’équation a = y (z) = —x?
(cf. figure 9).
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La stratification canonique de m?/mA = m?/m* = (uy,...,u;_1) est par-
ticulierement évidente dans le cas des cuspoides. Elle comprend 2 strates
régulieres us > 0 (minima) et uy < 0 (maxima), une strate de codimension 1
us = 0 et uz # 0 (plis), 2 strates de codimension 2 us = 0, ug = 0 et uy > 0
(cusps) et ug = 0, ug = 0 et uy < 0 (cusps duaux), etc. Autrement dit, c’est un
drapeau alternant des espaces et des demi-espaces de codimension décroissante
correspondant aux cuspoides A, pour £ < k — 1. Comme Aj;_; est déterminée
a l'ordre k, cette stratification ne comprend aucune strate indéterminée et la
stratification de yy, est simplement son image inverse par . Dans le cas du
pli, la seule strate singuliere est us = v = 0 correspondant au sommet de la
parabole.

Dans le cas du cusp A = %, avec as = u et ag = v, le déploiement

universel est donné par ‘”7:1 + u"‘; + vz et 0" est donc Iapplication :

u1:x3—i—ux+v
Uy =327+ 4 (40)
Uz =

Ug =
Us =

D’apres (41), la surface Yy de R? (z, u, v)®7 est la surface d’équations paramétriques
(en fonction de uy et ug) :

et 0 est 'application :

%+

8 Nlw
NS

(41)

T = Ug
u = 2uy — 3uj (42)
v = 2u} — 2uyus

et y est donc I'application de (ug,u3) dans (u,v) d’équations u = 2uy — 3u3,
v = 2u3 — 2uguy (cf. figure 10).

L’ombilic hyperbolique D}. Considérons maintenant I’ombilic hyperbolique
sous sa forme f = 2%y + 3y°. On a A = (2zy,2? + y*) et mA = m®. Prenons
pour base de m/A les fonctions (—z,—y,x?). Le déploiement universel de
I'ombilic s’écrit (forme un peu différente de celle que nous avons donnée plus

haut) :

1
fo =22y + gy?’ +tr? —ur — vy . (43)

Choisissons pour m?/mA = m?/m?3 la base (52,2577,772) et les coordonnées
(a,b,c). On a

5TR3 (x,u,v) dénote le R* de coordonnées (z,u,v).
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m2/mA u;

plis —

cusp
u, X

max min

Figure 10: La linéarisation du cusp. On a utilisé la paramétrisation du
cone C' donnée par a = r (1 —cos(p)), b = rsin(p), b = r(1+ cos(p)),
r € [—1,1], ¢ € [0,27]. La surface fronce représentée est la surface d’équations
paramétriques T = ug, u = 2us — 3u3, v = 2uj — 2uyuz avec uy € [—0.5,0.5],
ug € [—1,1]. Sa projection sur le plan (u,v) est représentée en haut a droite.
On y voit clairement son lieu singulier en cusp. D’apres Zeeman [57].
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Feaw (€:m) =€ ay + 2tz —u) + 1 (2® +y* —v) + & (y +1) +
3
260z + 1y + € + %
ce qui donne le difféomorphisme 6" : R? x m/A — m/mA = m/m3. La sous-
variété Yy de dimension 3 est d’équations 2zy + 2tx — u = 0 et z? 4+ y? —
v =0 dans le R’ (z,y,t,u,v). Elle est envoyée difféomorphiquement par 6 sur
m? /mA = R3(a, b, c¢) par les équations

a=y-+t
b=ux (44)
c=y

et Papplication x : m?/mA (a,b,¢) — m/A (t,u,v) est donc donnée par les
équations :

t=a—c
u = 2ab (45)
v ="+ c?

Les stratifications de x et xy raffinent la stratification canonique S = Sy 3
de m?/m3, i.e. la stratification des polynomes homogenes de degré 2 : p =
a&? +2b&n+cn?. Le groupe d’équivalence agit sur cet espace en tant que groupe
linéaire car les polynomes sont homogenes. Or, a transformation linéaire pres,
les polynomes p sont classés dans R3 (a, b, c) par le discriminant b* — ac = 0
de I'équation du second degré aX? 4 2bX + ¢ = 0. L’équation b?> — ac = 0 est
I'équation d'un cone C' dans R? (a, b, c) contenant les axes a (b = c = 0) et c
(b=a=0). S comprend (cf. figure 11) :

1. 3 strates régulieres de codimension 0 (dimension 3) :

(a) les minima de type z?+%? correspondant & ac > b?, a > 0 (intérieur
d’un des demi-cones);

(b) les maxima de type —x* — y* correspondant & ac > b?, a < 0
(intérieur de I'autre demi-cone);

(c) les cols de type x? — y* correspondant & ac < b? (extérieur du cone);
2. 2 strates de codimension 1 (dimension 2)

(a) les plis de type x* correspondant & ac = b?, a + ¢ > 0 (surface du
demi-cone des minima);

(b) les plis de type —z? correspondant a ac = b2, a + ¢ < 0 (surface du

demi-cone des maxima);
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cols

maxima

TR

minima

Figure 11: Le cone discriminant b* — ac = 0 dans m?/m? et sa stratification
canonique.
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3. la strate singuliere de codimension 3 qu’est l'origine a = b = ¢ = 0.

On remarquera qu’il n’y a pas de strates de codimension 2 (dimension 1) &
cause de la symétrie de rotation du cone autour de son axe et que les strates
indéterminées de S sont celles du cone discriminant. Ce sont elles que x raffine.
Le jacobien de y est la matrice 3 x 3

1 0 —1
J=1|2b2a 0O
0 20 2c

dont le déterminant est 4 (ac — b?). Le cone C' est donc bien le lieu singulier
de x, C' = S1(x). Or 'on peut montrer que la restriction x |¢ de x a C est
singuliere sur I'axe ¢ (brisure de symétrie). Cette génératrice de C' correspond
a deux strates supplémentaires de codimension 2 (dimension 1) de x (une pour
chaque demi-axe) composées respectivement de points cusp et de points cusp
duaux (cf. figure 12).

L’ombilic elliptique D,. Il en va de méme pour I'ombilic elliptique 2%y —
%y‘g. L’application x est donnée par le systeme :

t=a+c
u = 2ab (46)
v=>0b—c?

Son lieu singulier est C' et x |o est cette fois singuliere le long de 3
génératrice de C', l'axe ¢ et les droites de coefficients directeurs (3, +4/3, 1).
A travers x, le cone C' se transforme en une déformation d’hypocycloide a 3
rebroussements (cf. figure 13).

L’ombilic parabolique D5. Soit maintenant f = z*y+1y* ombilic parabo-
lique. Sa stratification est déja d’une complexité notable et il est donc partic-
ulierement intéressant de disposer de la stratification canonique qu’elle raffine.
Coisissons pour base de m/A les fonctions (—z, —y, x%,y*) et des coordonnées
(t,w,u,v). Considérons le déploiement universel :

1
fw:w2y+zy4+tx2+wy2—ux—vy.

Comme A = (2zy, 22 + y3), mA est engendré par 2%y, 23 + y*, x2y?, 2%y + y*.
Comme y* = (2%y +y*) — 22y € mA, 2% = (2° + ¢y*) — y* € mA. En revanche
y> ¢ mA. On peut donc choisir pour base de m*/mA la base (£,2¢n, 1% )
et les coordonnées (a,b,c,d). On a

Fiaa (6:m) =€ 2y + 2tz — u) +1 (47 +y* + 2wy —0) + € (y+1) +
1 1
26nz + on* (3y* + 2w) + &+’ +
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Figure 12: Stratification de 'ombilic hyperbolique. A gauche le cone C' avec
sa strate (génératrice) supplémentaire. En haut a droite sa transformée par
I’application y. On a représenté en bas a droite une version transparente de
la surface. D’apreés Zeeman [57].
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Figure 13: Stratification de I'ombilic elliptique. A gauche le cone C avec ses
trois strates (génératrices) supplémentaires. En haut a droite sa transformée
par l'application x. On a représenté en bas a droite une version transparente
de la surface. D’apres Zeeman [57].
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ce qui donne le difféomorphisme ¢’ : R* x m/A — m/mA entre espaces de
dimension 6. La sous-variété ¥y, de dimension 4 est d’équations

20y 4+ 2tr —u=0et 2* +53° + 2wy —v =0 (47)

dans le RS (z,y,t,w,u,v) et elle est envoyée difféomorphiquement par 6 sur
m? /mA = R3(a,b, c,d) par les équations

a=y-+t

b==x

¢ =3 (3y* + 2w) (48)
d=y

et 'application x : m?/mA (a,b,c,d) — m/A (t,w,u,v) est donc donnée par
les équations :

t=a—d

u = 2ab
v=>0%+2cd — 2d3
w:c—%d2

(49)

La stratification canonique S* de m? /mA est I'image réciproque de la strat-
ification canonique Sp3 de m?/m® par la projection m : m?/mA — m?/m?.
Comme m?/mA = m?/m3 @ Rn?, elle est donc donnée par C' x R. 1l existe
3 strates raffinées par x : Cy x R, C_ x R et {0} x R (ou Cy et C_ sont
respectivement les demi-cones des plis 22 et —z?).

Le jacobien de y est la matrice 4 x 4

1 0 0 -1
2b 2a 0 0

0 2b 2d 2c— 6d?
0 0 1 —3d

J:

dont le déterminant est 4 (ac — b?). Le produit C' x R est donc bien le lieu
singulier de Y.

Pour trouver le raffinement de C' x R, il faut calculer le lieu singulier de la
restriction x |oxr. Le calcul aboutit aux raffinements suivants.

1. La strate {0} x R est raffinée en 3 strates :

(a) {0} x Ry correspondant & d > 0 et composée d’ombilics hyper-
boliques;

(b) {0} x R_ correspondant & d < 0 et composée d’ombilics elliptiques;
(c¢) {0} x {0} correspondant a d = 0 et est la strate de f.

2. La strate C_ x R est raffinée en 2 strates :
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(a) une strate de plis (ouverte, i.e. de dimension 3) correspondant a
ac = b* # —ad? et formée de deux composantes;

(b) une strate de cusps de dimension 2 qui en est la frontiére, correspond
A ac = b* = —ad?, a® # 4c, est formée de deux composantes et est
adjacente aux strates ombilicales {0} x R;

3. La strate C'y x R est raffinée en 3 strates :

(a) une strate de plis comme C_ X R;

(b) une strate de cusps comme C_ X R & ceci pres que l'une des com-
posante est formée de cusps duaux et que la seconde se dédouble en
une composante de cusps duaux et une composante de cusps duaux
a travers :

(c) une strate de queues d’aronde A, de dimension 1 correspondant a
ac =b* = —ad?, a®> = 4c,a # 0 (cette strate ne peut pas apparaitre
dans C_ x R car ony a a” = 4ac = b* > 0 et donc a > 0).

On obtient ainsi une stratification a 12 strates de y. Pour plus de précisions,
on se référera a l'article déja cité [56] de Christopher Zeeman. Et pour une étude
détaillée de 'ensemble catastrophique induit par x (ou xy,) dans W (ensemble
encore plus compliqué que Strat (x)), on pourra consulter le travail exhaustif

de Godwin [13].

12.3 La géométrie des cuspoides
12.3.1 Le cusp

Il faut bien se convaincre du progres considérable qu’apporte le concept de
catastrophe par rapport aux conceptions taxinomiques plus anciennes ou l'on
cherchait seulement a énumérer les diverses facons qu’il y avait de stabiliser
par petites déformations un potentiel instable.

Considérons un élément instable f € Kz de codimension finie. D’apres
ce qui précede, il comprend un nombre fini de points critiques non dégénérés
ou dégénérés de détermination finie, certaines des valeurs critiques associées
pouvant étre égales. Il est donc naturel de penser qu’on peut lui associer un
“degré” d’instabilité qui est la somme des “degrés” de l'instabilité causée par
chaque point critique dégénéré et chaque égalité de valeur critique. En fait,
ce “ degré” est précisément mesuré par la codimension ¢ de f, c’est-a-dire
par une dimension d’espace. Considérons alors un déploiement universel W
de f. Il exprime toutes les fagons qui existent de stabiliser progressivement
f par petites déformations. Il est naturel de penser que ces stabilisations
peuvent se faire par étapes successives en faisant décroitre a chaque pas le
degré d’instabilité d’une unité. Autrement dit, il est naturel de penser que I'on
peut associer a f un “graphe” décrivant les types instables intermédiaires entre
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WAV N TV

Figure 14: Un point critique de type z*, ses trois stabilisés, ses trois stabilisés
partiels intermédiaires (avec égalité de valeurs critiques ou point d’inflexion).

f et tous les stabilisés possibles de f par petites déformations. Considérons
par exemple un point critique dégénéré de corang 1 qui est un minimum ou
la tangente (horizontale) coupe le graphe de f non pas en 2 points confondus
comme pour un minimum quadratique, ni méme en 3 points confondus comme
pour un point d’inflexion, mais en 4 points confondus. Le développement de
Taylor de f en un tel point pris pour origine, commence par un terme en
x*. La singularité z* est déterminée a l'ordre 4. f est donc différentiablement
équivalente & 24 en un tel point. Par stabilisation, un tel point critique dégénéré
“explose” en points critiques quadratiques. Pour connaitre leur nombre il suffit
de remarquer que les points critiques d’une fonction f : R — R sont les points
ou la dérivée f'(x) s’annule, que, si f(z) = z", la dérivée est nz"" ! et que,
par stabilisation, I’équation na™ ! = 0 devient une équation générale de degré
n — 1 admettant donc n — 1 racines distinctes soit réelles, soit imaginaires (les
racines imaginaires allant toujours par paires de racines conjuguées). Pour
n = 4, on obtient une équation du 3¢ degré admettant soit une racine réelle,
soit 3 racines réelles. Cela permet d’énumérer immédiatement les trois types
de stabilisés de f ainsi que les stabilisés partiels intermédiaires (cf. figures 14
et 15).

Il est ainsi trivial d’énumérer les stabilisés partiels ou complets de f par
petites déformations. Mais il s’agit de passer du concept d’énumération a celui
de classification et c’est ici qu’intervient le concept clef de stratification qui
tire les conséquences du fait que la codimension d’une singularité “mesure”
en quelque sorte son “degré” d’instabilité. Si l'on considere une singularité
de codimension n, il est naturel de penser que dans un déploiement universel
(donc de dimension n) de f

(i) les stabilisés de f constituent des cellules de dimension n (puisque “sta-
ble” = “codimension 07 = “dimension n”);

(ii) les stabilisés partiels de degré 1 permettant de transformer ces stabilisés
les uns dans les autres constituent des interfaces de dimension n — 1
(puisque “degré 17 = “codimension 1”7 = “dimension n — 1” ) séparant
ces cellules;

(iii) les stabilisés partiels de degré 2 permettant de transformer les uns dans
les autres les stabilisés partiels de degré 1 constituent des “arétes” de
dimension n — 2 recollant deux interfaces de dimension n — 1, etc.
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Figure 15: Le “graphe” (orienté) décrivant les chemins de stabilisation possi-
bles.

Cette idée fondamentale est bien illustrée par la catastrophe cusp f,,,(x) =
2t /44 uz? /2 +vx déployant la singularité 2* dans un voisinage W de I'origine
du plan (u,v).

Pour représenter le graphe total V' de ce déploiement donné par I’'équation
fuw(xz) —y = 0, il nous faudrait disposer d'un espace quadridimensionnel
(x,u,v,y). Nous nous bornerons donc a considérer (comme dans le cas du
pli) le lieu critique ¥ et son contour apparent sur W suivant l’application
catastrophique y : ¥ — W ainsi que le graphe G des valeurs critiques. G est
le contour apparent m(C) de V C R?* sur le R3(u,v,y) suivant la projection
7 (z,u,v,y) — (u,v,y) et 3 est la projection de C sur le R*(z, u,v).

Dans le R*(z,u,v), ¥ est par définition I’ensemble des points critiques de
fuw et est donc la surface d’équation f ,(z) = 2°+uz+v = 0. On remarquera
que cette équation devient celle du graphe total de la singularité pli 23 si 'on
change v en —y. De fagon générale on peut ainsi identifier le lieu critique de
™ au graphe total de 2"~ 1. 3 est donc une surface “fronce” d’olt le nom de
singularité fronce donnée a z*.

Pour construire ’ensemble catastrophique K de W ainsi que sa stratifica-
tion, il suffit de remarquer que les stabilisés de f = x* sont classés en fonction
du nombre de racines de I'équation dérivée f, (r) = 0 définissant . Cette
équation étant du 3¢ degré, si u et v sont des valeurs générales, elle aura soit
une racine réelle, soit trois racines réelles distinctes. Les stabilisés partiels
de f de type “point d’inflexion + minimum” correspondent donc aux valeurs
exceptionnelles (catastrophiques) de (u,v) pour lesquelles f, (7) = 0 admet
une racine double (i.e. pour lesquelles on a aussi f” (z) = 0). On sait que

U,V
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Figure 16: La surface fronce de la catastrophe cusp.

ces valeurs sont données par le discriminant de I'équation f;, ,(z) = 0 (i.e. par
4u3 + 27v* = 0). 11 est facile de vérifier cette affirmation. Si 'on a & la fois
2} +ur+v=0et 3z’ +u =0, alors u = —322,v = 222 et donc 4u?+ 27v? = 0.

Nous obtenons ainsi une premiere partie K, de ’ensemble catastrophique
K correspondant lorsqu’on le traverse aux catastrophes de bifurcation. K
est une parabole semi-cubique présentant un rebroussement (i.e. un cusp) en
(u=0,v =0). D’ott le nom de catastrophe cusp donné au déploiement de z*.
Ky, est le contour apparent de X sur W relativement a la projection y : ¥ — W.
Il est composé de trois strates, d'une part des deux branches du cusp épointées
de Torigine (strates de codimension 1) et d’autre part de l'origine (strate de
codimension 2 correspondant au centre organisateur f = x%). Quant & K il
comprend une strate supplémentaire de conflit K. correspondant a 1’égalité
des valeurs des deux minima pouvant “émerger” de x* (cf. figures 16 et 17).

Considérons alors un chemin v dans W parallele a I'axe des v et de u < 0.
Il est facile de vérifier que le graphe des valeurs critiques suivant ce chemin est
de type “queue d’aronde”. A l'extérieur du cusp, il ne comprend qu’une seule
branche ~, (valeur du minimum). A la premiere traversée de K il présente
un “point de naissance” d’ott émergent deux nouvelles branches v, et v5. A la
traversée de K, les branches v, et v, s’intersectent transversalement (croise-
ment des valeurs critiques lors d’une catastrophe de conflit). A la seconde
traversée de Kj, v, et 74 disparaissent en un “point de mort”, la branche v,
demeurant seule a l'extérieur du cusp. Lorsque u varie, ce graphe se déforme
et, lorsque u s’annule, il devient un graphe & une seule branche.?®

De méme que le graphe des valeurs critiques du pli 2% dans le plan (u,y)
s'identifie & I'ensemble catastrophique K du cusp z* dans le plan (u,v) par
la transformation v — —y, de méme le graphe des valeurs critiques de z*
s’identifie au K, de la singularité x° que nous allons maintenant étudier (cf.

58+ s’appelle le facteur normal du cusp et u le facteur de splitting (Zeeman).
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Figure 17: Déploiement universel et stratification de la singularité cusp z*.
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Ky Kp

Figure 18: Chemin transverse a l’ensemble catastrophique K dans l’espace
externe du cusp.

Figure 19: Le graphe des valeurs critiques le long du chemin de la figure 18.

figures 18, 19, 20).
12.3.2 La queue d’aronde

Si I'on considére le cas un peu plus complexe f(x) = z° (point d’inflexion
dégénéré) il est facile d’énumérer les stabilisés partiels et les stabilisés de f et
de construire le “graphe” associé. Par petites déformations z° peut “exploser”
soit en 4 points critiques quadratiques, deux minima et deux maxima, soit
en 2 points critiques quadratiques (un minimum et un maximum), soit en 0
point critique. Ces points critiques quadratiques peuvent “émerger” de la sin-
gularité 25 (ot ils “ collapsent”) et la déployer avec tous les rapports possibles
entre leurs valeurs critiques. S’il y a 0 point critique, il n’y a qu'un seul type
différentiable possible. Il en va de méme s’il y a 2 points critiques. S’il y a
en revanche 4 points critiques alors il y a 5 types différentiables possibles que
I’on peut déformer les uns dans les autres a condition de traverser des types
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Figure 20: La surface “queue d’aronde” des valeurs critiques du cusp.

instables de degré 1 de 'espece “égalité de valeurs critiques” (cf. figure 21).

Pour passer d’une des classes (a), (b), (c) de la figure 21 a l'autre, il faut
faire naitre ou mourir des paires de points critiques et donc traverser des types
instables de degré 1 de l'espece “point d’inflexion”. Six cas sont possibles (cf.
figure 22).

Maintenant, pour passer d’un type instable de degré 1 a un autre, il faut
traverser des types instables de degré 2 et il est trivial de vérifier que ceux-ci
sont au nombre de six (cf. figure 23).

Il est ainsi tres facile d’énumérer tous les stabilisés de f(x) = a5 par petites
déformations. Si I'on essaie de construire le “graphe génératif” des “chemins”
de stabilisation, on s’apercoit aussitot que c’est un graphe qui est tres loin
d’étre une arborescence, des stabilisés partiels différents de degré 2 (resp. 1)
pouvant engendrer des stabilisés partiels de degré 1 (resp. 0) identiques (cf.
figure 24).

Pour passer a la classification opérée par le déploiement universel (W, K)
de 2°, il nous faut faire au préalable quelques remarques sur les “mélanges”
d’instabilités de type “bifurcation” et de type “conflit”.

Le cas le plus simple est celui ot 'instabilité de f est due a des singularités
indépendantes de codimension 1. Cela signifie

(i) que f ne présente que des points d’inflexion simples et/ou des égalités
de valeurs pour deux points critiques quadratiques et
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Figure 21: (a), (b), (c) Stabilisés de la singularité z°. (d) Types instables de
degré 1 permettant de transformer I'un dans 'autre les 5 types stables de la
classe (c).

AP AR

Figure 22: Les six types instables de I'espece “point d’inflexion” permettant
de passer d’une des classes (a), (b) ou (c) de la figure 21 & une autre.

2 A M Yy

Figure 23: Les types instables de degré 2 permettant de transformer I’'un dans
I’autre les types instables de degré 1 des figures 21 et 22.
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(ii) que ces instabilités élémentaires sont toutes de valeurs critiques différentes.

Si f est de codimension n, alors l’ensemble catastrophique K de W sera
constitué par n hypersurfaces H; (de dimension n — 1) passant par f et
s’intersectant transversalement. Autrement dit, au voisinage de 'origine 0
de W ~ R" K sera isomorphe au “cloisonnement” de R" par les hyperplans
de coordonnées. Dans ce cas, la stratification de (W, K) est particulierement
évidente. L’instabilité de f est due a n instabilités indépendantes de codimen-
sion 1,57, ...,.5,. Chacune de ces instabilités peut se stabiliser de deux facons,
symbolisables par + et —. Il y a donc 2" stabilisés de f que 'on peut noter
symboliquement fi1 1, fi1,-2.+3,. +n signifiant par exemple que S} s’est sta-
bilisée “coté +7, Sy “coté =", S3 “coté + 7, etc. L’hypersurface H; est alors une
hypersurface constituée de stabilisés partiels “finaux” de f (i.e. de stabilisés
partiels de codimension 1 “précédant” immédiatement les stabilisés). Sur H;
toutes les singularités sont stabilisées sauf une, a savoir S;. Si on assimile H; a
un hyperplan d’équation ¢, = 0 ol ¢, est une forme linéaire sur R", les deux
demi-espaces séparés par H; sont définis par les inégalités ¢, > 0 et ¢, < 0.
Autrement dit, chaque stabilisé de f, par exemple fi1 _9 3 . 4n, correspond
a un ¢ quadrant” owvert de R™ défini par un systeme complet d’inégalités
strictes, par exemple ¢; > 0, ¢y < 0, @3 > 0, ..., ¢, > 0. Ces quadrants
ouverts sont les strates (les “cellules”, les “ chambres”) de codimension 0 (de
dimension n) de la stratification.

Considérons alors les “arétes” de ces chambres, c¢’est-a-dire les intersections
H;NHj entre 2 “murs” H; et H;. Les H;NH; pour i fixé et j # ¢ variant de 1 a
n, décomposent H; en 2"~ ! quadrants, ouverts dans H;, qui sont les strates de
codimension 1 (de dimension n — 1) associées aux stabilisés partiels “finaux”
de types fi1,. 4(i-1),0,4(+1),...4n (le 0 en position ¢ signifiant que la singularité
S; n’a pas été déployée). De méme, pour i # j fixés et k # 4, j variant de 1
an, les H; N H; N Hy décomposent H; N H; en 2" quadrants, ouverts dans
H; N Hj, qui sont les strates de codimension 2 (de dimension n — 2) associées
aux stabilisés partiels de type fi1 . +£(i—1),0,4£(i4+1),....2(—1),0,4£G+1),....n-

Remarquons que dans ce cas élémentaire la stratification “archétype” est
indépendante de la nature des singularités et ne dépend que de leur nombre.
Dans la figure 25 on trouvera un exemple de stratification en codimension 2
déployant deux singularités indépendantes de type conflit. Elle intervient dans
la queue d’aronde.

Il existe trois possibilités pour une fonction f de codimension n de ne pas
correspondre a la combinatoire simple que nous venons d’exposer : soit elle
inclut des singularités non indépendantes, soit elle inclut des singularités de
codimension supérieure a 1, soit elle inclut les deux.

Un exemple typique de non indépendance est fourni par la singularité dite
singularité bec comprenant un point d’inflexion simple (une catastrophe pli)
dont la valeur critique est égale a la valeur d’un point critique quadratique.
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Figure 25: Déploiement de deux singularités indépendantes.

Soit f une telle singularité. En se déployant, le point d’inflexion S; peut soit
disparaitre, soit “exploser” en un minimum m; et un maximum M; et I’on peut
obtenir plusieurs types stables suivant les rapports de hauteur entre my, M;
et le point quadratique M, ainsi que les stabilisés partiels f(mq) = f(M) et
f(My) = f(M). Quant aux autres stabilisés partiels ils sont clairement de type
pli (et donc de codimension 1) et correspondent a la levée de la dégénérescence
f(S1) = f(M). La singularité bec est de codimension 2 et la stratification de
son déploiement universel est représentée a la figure 26.

Revenons au déploiement et & la stratification de la singularité z° or-
ganisant la catastrophe élémentaire dite “queue d’aronde”. Cette singularité
indécomposable est de codimension 3 et son déploiement universel est donné
par 2° + uz® + va? + wr = fu,.0(z) (ou par 2°/5 + ux’/3 + va? /2 + wx si
on veut normaliser). Nous connaissons maintenant les modeles transverses de
tous ses stabilisés partiels de codimension 2 et 1. Si nous revenons aux figures
21, 22 et 23 nous voyons:

(i) qu’en codimension 2, nous trouvons (figure 23) (a) deux plis indépendants,
(b) une singularité bec, (c) une autre singularité bec, (d) deux conflits
indépendants, (e) un cusp, (f) un cusp “dual” (ou ¢’est un maximum qui
est de type cusp et non un minimum);

(ii) qu’en codimension 1 nous trouvons (figure 21(d) et figure 22) (a) 5 types
de conflits, (b) 6 types de plis.

L’ensemble catastrophique K C W de f = x° est la surface de W représentée
a la figure 27.
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Figure 26: Stratification du déploiement universel d'une singularité bec.

Figure 27: L’ensemble catastrophique K C W de f = x° représenté comme la
surface paramétrique de W d’équations (—u,v = —4a3 — 2uz, w = 3zt + uz?),
pour u € [—1,1] et x € [—1.3,1.3].
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Pour montrer la facon dont cet ensemble catastrophique réalise géométrique-
ment la classification des stabilisés partiels et complets de f, nous avons
représenté figure 28 une section de dimension 2 de W transverse a K dans
sa partie la plus complexe.

On voit se manifester clairement sur cet exemple le fait que la stratification
de (W, K) est une stratification naturelle. En effet:

(i) les strates de codimension 0 (les cellules) sont les composantes connexes
du complémentaire de K dans W,

(ii) les strates de codimension 1 sont les composantes connexes du complé-
mentaire dans K du lieu singulier Sing(K) de K. Ce lieu singulier est
constitué de lignes de self-intersection, d’arétes de rebroussement et de
lignes “becs”;

(iii) les strates de codimension 2 sont les composantes connexes dans Sing(K)
du lieu singulier Sing (Sing(K)) = {f} de Sing(K) : les lignes de self-
intersection, les arétes de rebroussement et les lignes de points “bec” de
K admettent en f (origine de W) un point de rebroussement.

Autrement dit, K a une géométrie relativement typique. C’est un “empile-
ment” de lieux singuliers de dimension croissante et sa stratification consiste a
itérer l'opération Sing et a prendre les composantes connexes de (Sing)" —
(Sing)"*™!. 1l est remarquable que cette stratification de K dérivée de sa
structure géométrique coincide (au voisinage de f) avec la trace sur W de
la décomposition de F en G-orbites (ou G = Diff R x Diff R est le groupe
définissant les types différentiables). En général, la situation est plus complexe,
la K-classification des stabilisés partiels ou complets de f assurée par la strat-
ification de K étant strictement moins fine que la G-classification (probleme
des “modules”). Mais dans les cas élémentaires comme ceux présentés ici,
la K-classification s’identifie a la G-classification et c’est en ce sens que 1’on
peut dire que la stratification de K, qui, insistons-y, est de nature purement
géométrique, réalise géométriquement la classification des formes engendrées
par le déploiement d’un centre organisateur.

On a représenté a la figure 29 la catastrophe queue d’aronde f, ., (z) =
2° /5+ux® /3+va? /24 wz pour u = —1. Clest la surface d’équation f, () =
zt — 23 + vr + w = 0 froncée au-dessus du plan de controle (v,w) avec z €
[—1.5,1.5], v € [-1,1] et w € [—2,1]. Pour rendre sa structure plus visible
nous en montrons les 4 “tranches” v € [—1,—0.5], v € [-1,0], v € [-1,0.5] et
enfin v € [—1,1]. On voit clairement comment se déploie la queue d’aronde
avec ses plis et ses cusps : initialement il n’y a qu’un pli, puis un cusp apparait
dont 'une des branches va progressivement devenir le pli terminal alors que
I’autre branche capture le pli initial et disparait avec lui en un second cusp.
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Figure 28: Section de dimension 2 de I'espace externe W de la queue d’aronde
qui est transverse a ’ensemble catastrophique K dans sa partie la plus com-
plexe
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Figure 29: Les fronces de la queue d’aronde. Les différentes perspectives sont
scalées automatiquement et ne sont donc pas a la méme échelle.

12.3.3 Le papillon

La fonction f = 2% présente a l'origine un minimum dégénéré obtenu par
collapse de 5 points critiques quadratiques, 3 minima et 2 maxima. Il est
donc facile d’énumérer les types qualitatifs intervenant dans son déploiement
universel. Ce sont tous les types que 'on peut obtenir a partir d’une fonction

de type W en faisant varier la hauteur des maxima et des minima

et en les collapsant de toutes les fagons possibles. Pourtant, comme nous allons
le voir, la géométrie discriminant ces divers types est déja tres complexe.

Nous prendrons comme déploiement universel de fy = f le déploiement
normalisé :

2%t 3 x?
r=—F+t—+u- +v—-+uwr
/ 6 4 3 2
ot 7 = (t,u,v,w) parcourt un voisinage W de l'origine de R* Soit K,

I’ensemble catastrophique associé aux bifurcations de f,. K, est le contour
apparent sur W de I’application catastrophique x : > — W.

Les strates de la stratification de K, correspondent aux multiplicités pos-
sibles des racines de I'équation f/ = 0 définissant X, c’est-a-dire aux diverses

décompositions possibles de 5 en sommes d’entiers. Ces décompositions a étant
(1,1,1,1,1), (1,1,1,2), (1,1,3) et (1,2,2), (2,3) et (1,4), (5), 'hypersurface
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Figure 30: La section A; de la surface de rebroussemment A pour ¢ > 0. Nous
représentons la courbe gauche A, pour ¢ = 1. Nous montrons les 3 projections

sur les plans (u,v), (u,w) et (v, w), la courbe gauche et enfin la courbe munie
de ses 3 projections.

K, admet comme lieu singulier une surface de R* qui recolle deux strates de
codimension 2, une de points cusp (o = (1,1,3)) et une de self-intersection
(v = (1,2,2)), suivant une courbe gauche admettant 1’origine comme point de
rebroussement (o = (5)) et composée d’une strate de points queue d’aronde
(= (1,4)) et d’une strate de points bec (o = (2, 3)).

Pour visualiser K3, nous décrivons d’abord la surface A, fermeture de la
strate des points cusp, en suivant ses sections A; par 'hyperplan ¢ = cste.
A; est une courbe gauche dans l'espace (u,v,w). La surface A est le lieu des
points 7 pour lesquels f/ admet une racine triple. Ses équations sont donc :

fiz) = 2° +t® +ux? + vz +w =0
f(x) = bt + 3tz* + 2uxr +v =0
[ (x) = 202° 4 6tz + 2u =0

d’ou la représentation paramétrique:
u=—102 — 3tx, v = 152" + 3tz*, w = —62° — ta>. (50)

Pour ¢t > 0, la section A; est une courbe gauche réguliere dont les projections
sur les plans de coordonnées sont données a la figure 30. Elle possede 'allure
d’une sorte de parabole “ventilée” dans la dimension w.

Pour t = 0, la section Ay d’équations u = —1023, v = 152*, w = —6x
admet a I'origine un point de courbure infinie. Ses projections sur les plans de
coordonnées sont données a la figure 31.

Pour ¢t < 0, la section A; admet des points singuliers pour les valeurs
dv R dw xR

t
r =44/ ~15 du parametre. En effet, d’apres (50), T = —2xﬁ, - 3R
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Figure 31: La section A; de la surface de rebroussemment A pour ¢t = 0.

dw
du
queue d’aronde) et A; a lallure d’une section K, (pour u < 0) de la queue
d’aronde, “ventilée” dans la dimension w (cf. figure 32).

Pour décrire I'hypersurface K;, = A admettant A comme surface de re-
broussement, nous suivons ses sections A; pour t variable et pour décrire A,
nous suivons ses sections A;, pour u variable. A;, est une courbe du plan
(v, w).

A est définie par les équations :

R

= 2?— ou R = 1022 +t. 1l S’agit de deux rebroussements I'; et T'y (points

flz) =2 +ta® +ur? +ve +w =0
! (x) = bt + 3tz? + 2ux +v =0

et A, par les équations paramétriques :

v = —bxt — 3ta? — 2ux
w = 42° + 2ta® + ux?
dw R 3 . : .
Comme e —xﬁ ou R = 10z° + 3tz + u, les points singuliers de A;, sont
v
2

les racines de I’équation R = 0 de discriminant 5t3 +u? Pour t > 0, A,
n’admet donc qu'un point singulier, un rebroussement qui décrit, lorsque u
varie, la parabole “ventilée” A; analogue a celle de la figure 30. Pour t = 0,
Ag est une surface analogue mais singuliere a l'origine (c¢f. figures 33 et 34).

/| 2t
Pour ¢t < 0, I’équation R = 0 possede trois racines réelles pour — 5 <
3

u < . Sur cet intervalle, A;, admet trois rebroussements et en dehors

un seul, le lieu de ces rebroussements étant la queue d’aronde “ventilée” A; de
la figure 32 (cf. figure 35).
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Figure 32: La section A; de la surface de rebroussemment A pour ¢t < 0 . Nous
avons zoomé a la derniére image sur la projection (v,w) de fagon a rendre
visible la structure de la singularité.

w w w
\\
~~
~_ .
B T~ T
- - - P _—
_— ///
\ v \
/
Figure 33: Sections A, de A, pour ¢t = 1 et u variable.
w w w

Figure 34: Sections A, de A pour t = 0 et u variable.
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Figure 35: Sections A, de A, pour t = 1 et u variable. Les singularités queue
d’aronde apparaissent pour u = +0.6325.
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Figure 36: La surface A; pour ¢ = 1 avec u € [—0.7,0], v € [-0.5,0.5],
w e [~0.3,0.3].

Les points I'; et 'y sont les points queue d’aronde (o = (1,4)), ceux @ et
()2 les points bec ou f, admet un cusp et un pli indépendants (o = (2, 3)). Pour
—2t

5 Ay, admet des points de self-intersection décrivant, lorsque u

varie, la strate a = (1, 2, 2).

Pour ¢t > 0, la surface A; est comme un cylindre ayant pour section un cusp
et pour génératrice I'axe des u. A la figure 36 nous représentons la surface A,
pour t =1 avec u € [—0.7,0], v € [-0.5,0.5], w € [-0.3,0.3].

Pour ¢t < 0, la situation est plus compliquée. A la figure 37 nous représentons

Jul <

la surface A; pour ¢ = —1 d’abord avec u € [—0.7,0], v € [—0.5,1.3], w €
[—0.8,0.8], puis avec u € [—0.7,0.7]. Aux figures 38 et 39 nous représentons
les surfaces fronces du papillon pour t = —1 et u variant de u = —0.7 a u = 0.7

avec un zoom sur un voisinage de v = 0 afin de mieux voir la structure des 3
Cusps.

La connaissance de I’hypersurface K et des singularités correspondant a
ses diverses strates permet alors de reconstruire par adjonction des strates de
conflit I’ensemble catastrophique complet K. Nous traiterons une section K;
de K pour t < 0 en faisant varier u. Pour avoir plus de commodité dans les
dessins, nous ferons varier u de u = —o0 a u = +00 et nous orienterons les

v
axes (v, w) de la fagon suivante : w+

e Pour u < —y/—2t3/5, nous sommes en présence d'un cusp (cf. figure
40).
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Figure 37: La surface A, pour t = —1 avec u € [—0.7,0.7], v € [-0.5,1.3],
w € [~0.8,0.8].

Figure 38: Les surfaces fronces du papillon pour ¢t = —1 et u variant de
u=—0.7au=0.7.
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Figure 39: Zoom sur un voisinage de © = 0 dans la figure 38.

e Apres apparition de la queue d’aronde I'y sur la strate B), on obtient

la section de la figure 41.

e Ensuite le cusp 7, traverse la strate de conflit initiale Cy (cusp a un
niveau critique : \ N/ ce qui fait naitre un point triple T" et deux

nouveaux points bec 3, et 3, (cf. figure 42).

e Ensuite le cusp 7y, traverse en ()5 la seconde branche B, du cusp initial
v, ce qui déploie une singularité cusp-pli (singularités indépendantes)

\]_L (cf. figure 43).

A partir de cette configuration, on aboutit a la configuration symétrique
pour u > 0 en franchissant le cas symétrique u = 0. Cette transition est
représentée a la figure 44. Elle exige:

(i) que le cusp dual 74 traverse la strate de conflit Cy : singularités indépen-

dantes cusp-conflit \ ﬂ } ;

(ii) que les points bec (3, et (3, traversent les strates de conflit et de bifurca-
tion : singularités LU,L et LUY/ ;

(iii) que le point triple T traverse la strate de conflit des maxima : singularité

&.M/ (conflit maximal).

Les sections (a) et (b) de la figure 44 sont représentées aux figures 45 et 46.
La transition entre les cas (a) et (c) de la figure 44 est quant a elle représentée
a la figure 47.
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Figure 40: Cusp initial.

Pour préciser la structure du lieu critique > dont K est le contour apparent
par 'application catastrophique x : X — W, nous reprenons les sections >,
correspondant a K, de la figure 38). Nous représentons les nappes de minima
en traits pleins et celles des maxima en pointillés. Nous désignons respective-
ment par 1, 2, 3 et par a, b les minima et les maxima dans 1’ordre suivant :

W\

13 La dialectique local/global dans les déploiements

Partons du déploiement universel de la singularité “queue d’aronde” f = 2°

(figures 27 et 28). f étant de codimension 3 dans F, elle reste de codimension
3 dans son déploiement W qui est de dimension 3. La trace sur W de sa
G-orbite f est donc de dimension 0 dans W. Autrement dit (puisqu’il n’y a
pas dans ce cas de modules), la strate de f se réduit a {f}. Soit alors g un
stabilisé partiel de f de codimension 2. La fonction g reste de codimension 2
dans W et sa strate g est donc de dimension 3 —2 = 1 dans W. Cette strate
g est la trace sur W de la G-orbite g de g dans F : g = g N W. On peut,
en remplagant F par W et g par g, appliquer dans W (et non plus dans F)
la procédure de construction des modeles transverses. Dans un voisinage de g
dans W on considere :

(i) une section W, de dimension 2 transverse en g a g;
(ii) lintersection K, de K avec W,,.

Il est clair que (W,, K,) est un déploiement universel de g, .e. un modele
transverse de ¢ dans F. En effet, nous sommes dans la “bonne situation”
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Figure 41: Section apres la traversée de la queue d’aronde I'y. v, est un cusp
et 5 un cusp dual; 3, et 3, sont des points bec.
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Figure 42: Section apres la traversée de Cy par 7.
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(a) (b)

(c)

Figure 44: Transition par la section symétrique u = 0.
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Figure 45: Section (a) de la figure 44.
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(b) de la figure 44

46: Section
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Figure 47: Transition entre les cas (a) et (c) de la figure 44.
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Figure 48: Cinq sections de A;, (A = K;) apres l'apparition de la queue
d’aronde T's.
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Figure 50: Surface X, complete associée a la figure 49.
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Figure 51: Le principe de la transitivité des déploiements universels.

ot, au voisinage de f, Kr est le produit direct de K par f. La G-orbite §
est donc localement le produit direct de g par f et, pour construire un modele
transverse de g (i.e. un supplémentaire en g de g dans F) il suffit de construire
un supplémentaire en g de g dans W (cf. figure 51).

On peut exprimer ce phénomene en disant qu’il y a en quelque sorte tran-
sitivité des déploiements universels : si (W, K) est un modele transverse de
f et si g appartient & W, tout modele transverse de g dans (W, K) est un
modele transverse de g dans F. Autrement dit, dans la “bonne situation”, le
déploiement universel (W, K) d’une singularité f de codimension ¢ peut étre
concu comme le recollement des modeles transverses de ses stabilisés partiels
(on dit aussi de ses singularités incidentes) : si g € K, (W, K) est, localement
en g, identifiable au produit direct de la strate g de g par un modele trans-
verse W, de g dans (W, K). On trouvera aux figures 52 et 53 deux exemples de
transitivité et 'on pourra facilement vérifier qu’il en va de méme pour toutes
les singularités incidentes a la queue d’aronde.

La transitivité des déploiements universels implique une conséquence con-
ceptuelle tout a fait non classique en ce qui concerne la dialectique entre le local
et le global. En effet, si 'on considere les déploiements comme des “objets”,
ces “objets” constituent un univers pour lequel les oppositions conceptuelles
classiques simple/complexe, irréductible/composé, atome/assemblage, consti-
tuant/systeme, etc. ne sont pas pertinentes. Par exemple la section de dimen-
sion 2 du déploiement universel de la queue d’aronde représentée a la figure
28 peut étre considérée comme un “mot”, un “assemblage” ou un “systeme”
complexe composé a partir des “lettres”, des “ atomes” ou des “constituants”
simples “double pli”, “bec”, “bec”, “double conflit”, “cusp” et “cusp dual”.
Mais dans le méme temps ce complexe peut étre considéré comme engendré
par la “lettre”, “’atome” ou le “constituant” simple “queue d’aronde”.
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Figure 52: La transitivité des déploiements universels dans le cas de la queue
d’aronde.
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Figure 53: En g appartenant a une strate cusp, un modele transverse en g
a g redonne le déploiement universel du cusp de la figure 17. De méme, en
h appartenant & une strate pli, un modele transverse en h & h redonne le
déploiement universel du pli.
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Dans la “logique” des déploiements, on dispose donc d'une double relation
allant du simple au complexe. D’une part de la relation classique de composi-
tion interprétée en termes de recollement. D’autre part de celle, non classique,
de déploiement. FEn jouant sur cette double relation, on peut “ remonter”
dans certains cas du complexe au simple, en traitant les complexes comme des
sections de déploiements ayant des centres organisateurs de codimension plus
grande. On pourrait dire que, en ce sens, la “grammaire” des déploiements est
une grammaire “générative”.
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