
Sistemi di rife rimento 

La nozione di sistema di riferimento è d'importanza fondamen tale sia per 
la matematica sia per la fisica. Es~a è pero divenula talmente o\'\'ia che Spt:ll!;() 

si dime.ntica cht, è tra le l'ili ricche e feconde della geometria. Se può essere al 
tempo stesso cosi hasilare eppure cosi ovvia, e perché si tratta di una nozione 
che non concerne direttamente la rcahà dei fenomeni, bensi I, condizioni di pos
sibilità della descriziQllt dei fenomeni stessi, e la caratteristica ddle grandi tt"Orie è 
la possibilità di dedurre una parte importante della realtà dci fenomeni dallo 
studio matcmatiço approfondito delle cond izioni di possibilità della loro descri
zione, 

Se ci si proponesse un'espos i7. ione esaustiva di questa nozione prot'eiforme, 
s; dovrehbe ripercorrere tutto il slIpere matematico e quello fisico poiché non 
\' i è praticamente alcun dominio di tali scienze in cui essa non intervenga in 
maniera co:;ti tuti va. Una simile esposizione sarebbe dunque un doppione di 
molti altri artienli di q uest ' Enciclopedia ai quali si farà a mano a mano cenno, 
senza ulteriori specificazioni, in questo articolo, in cui ci si limiterà a riesamina
re, in modo lacunoso ed incompleto sia a livello fisico-matematico sia a livello 
storico, solo alcuni aspeni dellu prohlematica del riferimento. 

I . LlI nffl'ssità del riferimento. 

Il vcrbo ' riferire ' si usa tanto nella forma transitiva ('riferi re qualcosa') quan· 
to in quella riAessiva (' rift:rirsi '). In entrambi i casi inquadra un problema di 
posizionl', una strategia finalizzata a definire un posto. Il suo contesto generale è 
pcrc:iò carallerizzato dali'esistenza di uno spazio E (lSubstrato. ddle posizioni 
c dei posti possibili), di un oggetto O (l'oggetto cui si vuole assegnare una po
siziom:) e di un soggetto S (agente della strategia di ricerca). 

A partire da qu·esto contesto generale, si possono distinguere tre tipi empi
rici di si tuazione di riferimento, tra loro radicalmente d iversi: 

I) Anzitutto vi è il ca.'>O in cui 1'.. t: uno spazio con/rassegnato, reso eterogeneo 
da punti o da zone j l'llomenolQgicamente dùtinK"wili. La strategia consi
sterà allora essenzialmente nel . rernire . tali punti di riferimcnto. Per 
fare ciò occorrc che il soggetto S abbia una visione relativamente: glvbale 
dello spazio E. 

2) \ .j t: poi il caso in cui il soggetto S non può d isporre d 'una visione rela
tivamente globale dello spazio E, a preSci ndere dal falto che lo spazio E 
sia o non sia contrassegnalO ossia che esistano o meno punti di rifcrimen
to. In tal caso il soggetto di\'cnta «miopCl, non potendo che riferirsi lo· 
calmentC', cioè rispetttl a ciò che gli sta attorno, a bTt:\'e distanza, c non 
rispetto a tutto lo spa:tio E. Una tale si tuazione potrebbe chiamarsi labi-



Sistemi di riferim e nto 

rintica. La strategia di riferimento presuppone in tal caso una str.ategia 
di uscita dal labirinto (cfr. t Centrato/accntralO'. t Labirinto .). 

3) Yi è infine il caso in cui il soggetto è dotato di una visione globale dello 
spazio t: (cioè tratta~i di un osservatore), in cui però lo spazio E è t non
contrassegnato , . non possiede cioè punti di riferimento, è uno spazio 
omogeneo. Questo è il caso di un navigatore 8U un oceano. oppure di chi 
percorre un deserto. 

Quest'ultima situazione è alla base della nozione di sistema di riferimento. 
Infatti è proprio nel caso in cui , l'SSendo E uno spazio omogeneo, l'osservatore 
non dispone di alcun punlO di ri ferimento inerente ad E, che si rende necessario 
l'uso di un riferimento nel senso di un sistema di coordinate. 

2. La fecondità concettuo/~ della fIOzione di riferi/nento. 

Se si \·olessero \'aIutare le radici antropologiche, culturali, rappresentative e 
simboliche della nozione di riferimento bisognerebbe rintracciare in tutta la sua 
complessità fenomenologica e la sua densità storica \a conquista del concettO di 
spazio a ciò che H uo>scrl chiamava la ùbenswelt. Si sarebbe cosi condoui da un 
lato all'analisi antropologica della rappresentazione del lo spazio nelle diverse 
culture (in patlicolarc nellc società primitivc in cui lo spazio è locale c simboli
camente strutturato da!1'opposizione SOlcro/profano : cfr. f Religionu, f Puro/im
puro t, ~ Sacro/profano.), dall'altro all'anali!;i della sua genesi psicologica, come 
anche all'analisi dclla deumanrizz(Ujone cosmologica dello spazio (passaggio dal 
l'a~trologia all'astronomia) e all 'anal isi dell'equivalenza, a suo tempo ri\·oluzio
naria, dello spazio celeste c dello spazio subl unare, nonché all'analisi dei rappor
ti tra spazio pittorico prospettico e rappre~ntazione topografica delle relazioni 
narrative, all'analisi della cartografia, ccc. Tutti questi problemi, cosi delicati, 
sono stati profondamente e largamen te dibattuti ; si potrà far riferimento li. due 
esempi classici: l'opera di Koyré From the Cfoud World lo the Infinite UniversI' 
[1957J e la summa impressionante di Duhem [1913-16] (cfr. anche il InfinilO t, 
. 1\1ondo t c 4 Universo t). 

2. 1. Le coordinate cartesiane. 

Allorché si delinea il problema di fornir.: un riferimento in uno spazio omo-. 
genco, cioè privo di punti di riferimento, cioè di punti fenomenologicamente 
distinti, la nozione di ~i~tema di coordinate diventa necessaria. Supponendo che 
lo spazio E sia munito di struttura tuclidl.a. è possibile definire i riferimenti co
me i sistemi massimali di n reue passanti per un medesimo punto, a due a due 
orlOgonali ( rirerimenti cartesiani). Se si assumono poi ddle unità di misura su 
ciascun asse, ogni punto x di /:." d i\·enta criferi lO' rispetto ad un tale riferimento 
cartesiano R dando le sue n coordinate (x" _l:t. , .• , _"II) cirk a~egnando una II-pia 
ordinata di numeri reati. Grazie a tale procedimento, E è posto in corrispon-
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denza biunivoca con un moddlo base standard, ossia il prodotto diretto R" di 
11 esemplari della retta reale R, il quale, contrariamente ad e, è munito di un 
sistema di riferimento "manico , cioè quello composto dai \'ettori tl-(O, ... , 0, 

l, O, ... , o) (con il numero J nella i· esima posizione), i - l , ... , n. 
Non s'insisterà mai a suffi cienza sulla rottura provocata dall'introduzione 

delle coordinate cartesiane. Esu. è all'origine di tutta la geometria algebrica e 
differenziale moderna (dr. del resto _Geomt:tria e topologiat). Eccone subito 
alcune conseguenze le cui diramazioni sono diven ut~ ;,V5tanziahnente coesten
sive al campo geometrico. 

Sia R un riferimt:nto car tesiano di E. Il fatto che ogni punto x di E diven
ga, mediante R • • codificato . da una n-pia ordinata di numeri reali permette 
d'introdurre delle descrizioni algebriche; ciò significa immergere la geometria in 
q uella rivoluzione dell'ordine simbolico ch'è stata il perno dello sviluppo dell 'al
gebra. Allorché si dispone della nozione di tJoriobilt si può dire che un punto x 
di E e rappresentato dai valori delle n l'ariabili Xl> '\ '2 .... , ''' •• A\'endo poi a di
sposizione la nozione di f unzione si può affermare chc un • luogo . di E (çÌ~ 
l'insieme dci punti di E soddisfacenti a certe proprietà o generati applicando 
una I.:crta regola) è rappresentato da un certo numero di equazioni f (x" ... , 
XII) - o. Disponendo in fi ne delle nozioni di differenziazicme si possono tradurn: 
le proprietà infinitesimali (in particolare tangenziali) dei t luoghi . di E. Cosf, 
a ttra\'e~o le nozioni cruciali di variabile, di funz ione, di deri\'ata e di difft:ren
zialc si e spalancato l'immenso universo del trauamento simbolico degli oggetti 
geometrici di E. Ciò ha permesso non solo di riesprirnerc e di risolvere con 
metodi umformi (come q uelli, ad esempio, dell 'eliminazione) i problemi classi
ci della geometria euclidea, ma ha pcrmé!l~ anche di aprire orizzonti radical
ment~ nuovi la cui investigazione metodica e concettuale è ben lungi dall 'essere 
compIUta. 

L.a , codificazione . dei t luoghi t di E mediante sistemi di equazioni l(x l , ... , 

.T.) _ o vincolerà irrcl'ers.ibilmente una parte della geometria alle funzioni I cal
colabili _, cioè alle funzioni il cui valore- può essere calcolato con applicazioni 
suee~sive di operazioni algebriche d i hase. Tali funzioni sono le funzioni poli
lIomioli. Sia A l'anello dt:i polinomi in n variabili 5U R, A - R [xJ> ... , ;T .. ]. Se P 
è un elemento di A e R un sistema di riferimento cartesiano di E, è possibile 
associare ad ogni punto .T-(X I , ... , x,,) di E il valore P(x ) di P in x. Si possono 
dunque considerare i sottoinsicmi V di E definiti dall 'annullarsi di un sistema 
P1, ... , PJ: di poli nomi. Un tale sottoinsieme si dice algebrico e la nozione di in
sieme algebrico è la nozione primitiva della geometria algebrica (cfr .• Geome
tria e topologia •• '" Curve c superfici " • I nvariante .). 

Assegnare un sistema di riferimenl"O è una condizionè ehe rende possi bile la 
descrizione simbolica degli oggelti geometrici, ma tale cond izione è estrinseca. 
~ a priori evidente che gli oggeu i geometrici di E sono indipendenti dalla scd
ta di ogni sistema di riferimento o anche (punto di vista complementare) che, 
se sono dati un oggetto X di E c un cambiamento di riferimento R .... R' e se si 
considera l'oggetto X ' con una descrizione rispetto ad H' identic:1 a quella di 
X rispetto ad R, allora X e .'(' sono oggetti equivalenti. T ale evidenza a priori 
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porta al problema della classifi(azion~ degli oggetti della stessa natura, in parti
colare a quello dclla classificazione degli insiemi algcbrici definiti da un'equa
zione P(x) -o di grado d fj~to (coniche o cubiche nel piano, 4uadriche ncllo 
spazio tridimensionale, ecc.). Come si vedrà meglio piu avanti, quest 'idea d'in
varianza per cambiamenti di riferimento è fondamentale poiché genna gli og
getti e si trO\'a all'origine del principio fisico di relatività (cfr. del resto l'omoni
mo articolo). 

2.2. Alcuni tipi di coordi nate. 

La nozione di riferimento cartesiano è l'esempio originario di sistema di 
coordinate. j\'fa la nozione di sistema di coordinate ha subito nd corso della 
storia ~viluppi , diversificazioni e generalizzazioni considerevoli. Ne verranno 
ora citate alcune aventi lindli concettuali molto diversi fra loro. 

Sia R un riferimento cartesiano di uno spazio euclideo E, ad esempio il pia
no. Le famiglie di retle aventi rispt:tti\'amenle equazioni x = a e J' - b (ove .t e 
)' sono le eoordinate rispetto a R) formano un sistema (o n ete f) di cun'e orto
gonali. Per ogni punto di E passa una e una sola curva di ogni famig lia e queste 
due CUT\'e s' intersecano ortogonalmente in tale punto. Piu. in generale, un siste
ma composto da due famiglie di ctln'e intersecantisi trasversalmente, dipen
denti ciascuna da un parametro e ricoprenti ciascuna t utto il piano, può essere 
oonsidcrato come un sistema di coordinate: le coordinate di un punto sono i 
rispetti vi valori dei parametri di ogni filmig lia per l'unica eun'a della famiglia 
che passa per quel punto. Un esempio standard di un lale sistema è dato dalle 
coordinate polori (r, .&) del piano associate al sistema dei cerchi centrati ne\l'ori
gine e delle rette passanti per l'origine. Si noti che tale sistema ammette l'origi
ne come punto . sin~lare •• poiché la coordinata angolare è ivi indeterminata. 
l\cllo spazio 11 tre dimensioni, si hanno le coordinate cilindriche ottenute ag
giungendo alle coordinate polari del piano una coordinala cartesiana per la ter
za dimensione; altro esempio si ha con le coordinat c di Eulero dale dal sistema 
di sfere Cl.:nttate nell'origine e, su ogrlUna di tali sfere, delle cwrdinate angolari 
. geografiche . di longit udine e latitudine. 

La nozione di riferimento cartesiano è legata alla struttura euclidea degli spa
zi considerati. È noto però che, per ottenere risultati generali sugli insiemi alge
brici, si è stati condotti da un lato ad aggiungere i punti all'infinito (proietth'iz
zazione), e dall'altro a considerare i punti a coordinate complesse. l'\clla geo
metria proietti\'a complt:SSa dci XL\': secolo si sono affrontati due punti di vista 
radicalmente opposli. Da una parte quello della geometria detta t sintetic3t che 
rifiutava ogni algebrizzazione mediante l'uso di coordinate, dall 'altra quello della 
geometria algehrica che voleva adattare a questa nuova struttura le tecniche pro
pric della geometria cartesiana. Quc.. .. to secondo punto di vista si è sviluppato 
grazie all'introduzione delle coordinate omogenee da parte di i\ I 6biu~, Pli.icker e 
Cayley. 

Si considerino ad esempio, in un piano euclidetl E, tre punti u 1, "2 e u3 nun 
allineati . Siano essi dotati di t masse t ml"~ cd III, c se ne consideri il haricen-
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tro C. Se R _ (x, y) è un Kistema di riferimento cartesiano di E, le coordinale 
cartesiane ).'0 ed Ye di C sono date dalle formule: 

ì'o'lobius ha battezzato 1/1 1, 1/1:, m, coord inate baricentriche di C. t facile verifi· 
care che 

I) facendo variare lo: . masse ~ mi' m:, 1n3 si pos$Ono generare tutti i punti 
di E ed i punti all'infinito soddisfano alla cundizione ml+m~+mS-o ; 

a) fiililato C, le sue Coo rdinale baricentriche sono definite a meno di un fat
tore di proporzionalità k,loo. 

L 'inconveniente di tale definizione è ch'essa presuppone di a\'er fi;;;;ato un 
si!;tema di riferimento cartCi\iano in E, mentre la struttura proietti v;!, di un piano 
proiettivo è una struttura piu debole di que!la affine d'un piano affine che vi è 
immerso. Si può rimediare a questo inconveniente identificando il piano proiet
tivo p2 con l'insio:me delle rette di R~ passanti per l'origine c private dell 'origi
ne stessa, Viene cosi definito un punto di p~ mediante una tema (X , l', T) di tre 
coordinate dette omogente le quali a) non sono mai IUtte e tre nulle, ed inoltre 
h) sono definite a meno di un comune fattnre di proporzionalità k,loo, Se 1''' 0, 
si può allora associare alla tema (X, l', T) il punto di un piano cartesiano E 
di (oordinate, rispetto a un sistema di riferimento R, x - X II , y_ l'i T, Se 
(kX, k Y, kT), k",o, è un'altra tema di coordinate omogenee per lo stesso punto 
di p~, il punto di E che corrisponde a tale tema è proprio il med~imo poiché 

hY Y 
kT - r' 

Si otliene cOSI una biiezione tra E c il complementare in p 2 della ' retta al
l'infinito . di equazione T_o, 

Se aBora P(x,y) _ o è l'equazione di una curva algebrica C di E, ad essa 
si può canonicamente associare un'equazione omogenea atta a definire una cur
va algebrica proieuin C' Che prolunga C in p 2, Se ad esempio C è una conica di 
equazione or+hy2+c_o, le ~i associa l'equazione a(X{'I')2+b(Y/T)!+c_o, 
ossia l'equazione omogenea aX'+b y2+cT! _ o. 

In altri termini, la geometria algebrica proietti\'a in P II è l'analisi degli 
insiemi algebrici definiti mediante polinomi omoge1lti dell'anello dei polinomi 
c [Xo, X1> ... , X.1. 

Ma la nozione di sistema di coordinate è d i portata ben piu generale. Essa 
inten'iene infatt i ogniquah'olta si vogl ia rappresentare un'entità dipwdcnte da 
certi parametri come un punto di uno oiSpa7.io t di dimensione corrispondente. 
Per questo tale nozione è legata all'enorme generalizzazione dci concetto di spa
zio çhe s'è prodotta nel corso dci XIX secolo. Eccone qualche esempio. 
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I n meccanica un sistema di N punti materiali puÒ essere rappresentato da 
un punto di uno spazio a 3N dimensioni e, ~ questi punti sono vincolati da 
condizioni, da un sottospazio di tale spazio. Nella teoria di Fourier una funzio
ne periodica può esf;Cre considerata un punto di uno spazio funzionale di di
mensione infinita e i suoi coefficienti di Fourier diventano, secondo questa in
terpretazione, le sue coordinate rispetto al sistema di riferimento costituito dal
le funzioni trigonometriche (cfr. per esempio .Calcolo .. ). 

In geometria proietti va bidimensionale, se si considera l'equazione omoge
nea XIXl + X %,T, + .\'3'\'3 - o, essa rappresenta l'equazione di una retta di coordi
nate omogcnee (XI' XI' '.\'3) se le :ci variano e le X i re~ilano fj !;se, e l'equazione 
del punto di coordinate omogenee (XI' x2• x3) (considerato comc inviluppo delle 
rette passanti per etso) se le X , variano e le Xi restaM fisse (principio di dualità 
di Pliicker). In generale, in uno spazio proieuivlI PII si dispone di coordinate 
omogenee duali per i punti e per gli iperpiani. Nasce cosi il problema di tro
varc coordinate omogenee per le sottovarietà di dimensione I <J<1/-1. Si con
sideri ad esempio uno spazio proiettivu p 3 di coordinate omogenee (XII X 2, .l'a • 
.l'4) per i punti e (.\'1' XJ , X~, X~) per i piani. Sia t.\, la retta passante per due 
punti x c Y di p 3 e si consideri la matrice 2)( i 

(~ .... X,). 
Yl ···Y .. 

Siano Pu i !«:i minori PU- XjY,-YiXj' i,j'" t , .", 4, i ~j, Pi j- -PJlo È facile ve
rificare che, mediante i P'i comiderati come ct)t)rdinatc omogenee, la retta D. vie· 
ne rappn"SCntata da un punto di P~. f\'[a poieht: i Pij soddisfano la relazione 

( I) PI4PI3+PtIPJl+P'MPI~=O , 

. 10 spazio . delle rette di pa è in effetti rappresentabilc mediante la quodrica Q 
di p~ d'equazione ( I). I P.l si chiamano coordinale pliickerul1/t! delle rette di p;i 

e la geometria di Q diventa la geometria dci sistemi di rette di P'. Pi li in gene
rale, le sottovarietà lineari di dimcIl!Sione l di P~ si possono rappresentare eon i 
punti di una sottovarit.:tà algebrica (non lineare) di uno spazio pS di dimensione 
superiore (teoria delle grassmanniane). 

:-Jon sohanto le sonovarietà lineari di p " possono essere considerate punti 
di una sottovarietà algebrica di P"'. Infatti [cfr. DicuJonné 1974] la nozionI! di 
coordinate pliickeriane può estendersi fino a trattare come punti di una varietà 
algebrica proiettiva tutte le 8Ottovarictà algc.briehe (non lineari) di P". Sia in 
dfctti Il una sottovarietà algebrica di dimensione I di P". Per la dualità tra pun-. 
ti e iperpiani di p" si può e(lllsiderare un sistema S di 1+ I iperpiani di p " co
me un puntll di (PN)/II. Si fa allora vedere che il sistema S la cui intersczione 
ha dementi in comune con V forma un'ipersuperficie di (P")I+I di equazione 
FI'~o. ove F •. è un polinomio irriducibile omogeneo nelle coordinate omoge· 
nce degli ipcrpiani di S. I coefficienti di F l ' si chiamano cooTdinale di CJsaw di V 
e permettono di rappresentare V come un punto di uno spazio p.\' la cui dimen
sione dipende da l e dal grado di V. 

Cosicché, mediante lo sviluppo della geometria in P II, mediante la rappre· 
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sentazione di en ti derivati da p " come punti di !;O ttovariet~ d i P -" di dimen 
sione superiore, la cui geometria ne traduce le proprietà, è sorto progressiva
mente uno dei metodi fondamentali della geometria algebrica. 

3, Il pouoggio del globale al locale. 

A partire dalla rottura compiuta da Riemann relativamente al contenuto da 
dare al COl\eetto di spazio. i matematici hanno iniziato a considerare spazi gene
ralizzati costituiti da enti qualsiasi dipendenti da un certo numero (finito o in
finilO) di parametri o gradi di libertà. Gli spazi hanno allora preso a proliferare, 
dalle varietà differenziabili agli spazi funzionali. 

T ale generalizzazione dd conCetto di spazio ha assumo due grand i d irezio
ni: da una parte quella degli spazi ottenuti per inooll amento di pezzi di spazi 
~tandard (R- o C') e dall'altra quella degli spazi ottenuti estendendo alla di
mensione infinita (i n particolare alla dimensione numerabile) la struttura di spa-
zio vcttoriale e la teoria degli operatori lineari. , . 

Pcr trattare gli spazi ottenuti per incollameoto di pezzi di spazi standard , c 
cioè le varietà differenziabili, analitiche O algeb riche. s' ~ dovuta introdurre la 
n07;ione di coordinale locali, ossia localizzare la nozionl! di sistema di riferimen
to (cfr . • Locale/globalet). Si ricordi per esl!mpio che una varietà differenziabile 
reale di dimensionl! n è uno spazio topologi<:o M ricoperto da apeni V i' detti 
CaTte Uxoli, omcomorfi ad aperti Vi di R· ml!diantc omeomorfismi <;I i ai qua
li s'impone di dar luogo a funzioni di ineollamento 910 9,- 1: 9, (Uln V /)_ 
-o:pJ{ u,n V,) che siano differenziabil i. Se VI è una carta locale di AI sì pos
sono trasportare ad UI' tramite l'omeomorfismo 9 ,-1, le coordinate di V, e si 
ottengono in tal modo le coordinate loc.ali della carta (V" o:p;). Ogni sistema di 
coord inate locali (x,. x2! ••• , .\'~) di M in un intorno di xeM definisce un siste
ma d i riferi mento (una base) nello spazio veltoriale T,)1 dci vettori tangenti 
ad /1-1 in x, Tali riferimenti tangenti variano al variare del punto x considerato 
e quindi, contrariamente a quanto succedeva nel caso degli spazi standard R", 
C· o P", non possiedono alcun carattere globale. J fioltre non si è neanche sicuri 
d i poter spostare differenziabi lmente un sistema di riferimento tangente lungo 
1\1. Infatti, ciò equivarrehbe a dire che su A1 è possibile costruire n campi dif
fe renziabili di vettori tangenti linearmente indipendenti in ogni punto x di M 
e ciò implicherebbe che il fibrato tangente TJl ..... M di M fosse trivializzabilc 
cioè diffeomorfo a un prodotto di retto Id x R", Allorehi TIII è trivlalizzabìle, 
si dice che Ai è ptlTalleli~;;abile, È CC«:7.iona!e che una varietà differenziabile. 
sia paralleliu~abilc. Si sa per esempio che le sole sfere parallelizzabili sono SI, 
81, SI (teorema di Bott- Kervai re-i\'Iilnor : cfr. l'articolo, Locale/globale .), 

l! fatto però che M non sia in generale parallelizzabile. non vieta di spostare 
i riferimenti tangenti su M, Spostando un sistema di ri ferimento su M lungo 
un cappio, si può ri tornare al punto di partenza con un riferimento differente, 
In altri termini, si può considerare il fibrato dci riferimenti su 1\1 c, anche se 
esso non ammette sezioni globali , considerarne ddle sezion i, rilevando su di esse 
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cammini di AI. La coomologia di tale fibrato è determinante per la. coomologia 
di fld a valori nei fi.braù vettoriali, punto di \'ista che sviluppa la teoria dei fibrati 
pril1Cipali inaugurata da Cartan nel suo metodo deuo de! (sistema di) rIferimen
to mobilt'. 

L 'usn ddle coordinate locali è ineliminabile in geometria differenziale e 
riemanniana. Esso st:!. alla base di tutti i calcoli e permette di definire delle en
tità cosi important i quali la curvatura di una varietà, la parentesi di Lie di due 
campi veuoriali. l'azione di una connessione affine, ecc. (cfr. . J nvariante t e 
, Rclat ivith). Tuttavia, poiché la geometria di una varietà è intrinuca, cioè in
dipendente dalle coordinate locali scdu:, bisogna sempre presentarnc i risultati 
in modo in variante. Le coordinate locali servono ad esprimere e a calcolare, ma 
devono poter essere di minate. 

+. Camhiamenta di riferi",tntu, invaria/Jaa e relatit:ità. 

11 fatto che in uno spazio ne! q uale nessun puntI) è fcnomenologicamente 
di~tinguibile (cioè in uno spazio p rivo di punt.i di riferimento) non ci si possa 
riferire che mediante un sistema di coordinate, chc un tale sistema sia arbitra
rio c che perciò gli enti derivati da tale spazio debbano aver senso a prescin
dere dalla scelta del silltema di riferimento, è un'eviden2a a priori tra le pitl fe
conde di tutta la 1Ilatematica e soprattutto di tutta la fis ica . È anzi doveroso 
notare che in fisica questa e\'idenza pos~ieJe lo statuto di un autentico priJlcipio 
a priori dell'esperùnza che è dl!terminante per l'oggetti vità fisica e per la struttu
ra dei suoi oggetti. Questo fatto non è sufficien temente ricordato, cppure esso è 
epistemologicamente decisivo poiché mostra che la fisica ha confermato, al di 
là di ogni auesa, il profondo significato dell 'apriorismo bnriano. Si tratta, il 

parere di chi scrive, di un'osservazione essenziale per IIna rivalutazione dei rap
porti tra la scienza c la filosofia critica. L'apriorismo kanlÌano non dev'essere 
interpretato come IIn assoluto d'urigine logica ma come un condizionamento 
dell 'esperienza possibile. Esso ha la funzione di dedurre alcune intuizioni ùei 
principi sintetici dell'esperienza il cui svilu ppo matematico permette di assor
bire progressivamente la descrizione dei fenomeni . In altre parole, tale funzione 
non è per nulla inr.:umpatibile con l'esperienza. anzi: essa concerne il ruolo della 
matematica ndla H .. -oria e comistc nell'asscgnare a quest'ultima una fi nalità (una 
teleologia) che non è quella di una ~emplice model1izzazione ma di un'idenlifica
:::1olle progressiva della malema/;:r;;a:;;ione dell'esper;t'nz/I cun lo sviluppo fll4te1/la·. 
tico (itlsuo inquadramento a pri(ffj [cfr. Petitot 1980; non chi • Categorie/catego
rizzazione . e «Teoria/ modello»]. L'apriorismo kantiano è dunque inscindibile 
dallo sviluppo conctlluale della Il.latematica. 

Quest".I. tck-ologia razionale dell'identificazione ddl'oggettività con lo s\"ilup
po makmatico del suo inq uadramento a p riori è for$( piu che mai manifesta 
nella storia del principio di relatività. Si deve d unque richiamarne brevemente 
qualche elemento e ciò sarà fatto partendo dall'ottica generale de!l'in\'arianza 
per cambiamenti di ri fe rimento. 
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4.1. Cambiamenti di rifnimento c gruppi di Lìe. 

La classe dei sis temi di riferimento di uno spazio astratto E dcfin isce una 
struttura geometrica su f:. [ t;ambiamenti di riferimento entro questa classe co
stituiscono un g'''Ppo, il gruppo invariante della struttura e, a partire dal pro
gramma di Erlangen di Klein, si d~finùce una geometria mediante il suo gruppo 
invariante e le proprietà intrinseche degli enti di questa geometria sono le pro
pned. invarianti rispetto a tale gruppo. 

Si è stati dunque condotti in modo naturale ad analizzare la strunur.t genc
rale dci gruppi di cambiamenti di riferimento e in part i<:olare la st ruttura dei 
gruppi cla. ..... ici dci cambiamenti di base negli spazi ,"enoriali (gruppi line:lri), 
delle isometrie negli spazi euclidei (gruppi orlOgonali), o degli automorfismi d i 
spazi complessi () simpleuiei (gruppi unitari o gruppi simp1cttici). Questi gruppi 
hanno doppia struttura. Da un lato sono gruppi (struttura algebrica) e dall'altro 
suno varietà algebriche, anali tiche o piti gencrahm:nte differenziabil i (struttura 
geometrica). Costituiscono l'oggetto della teoria detta dci gruppi di Lie, tcoria 
sviluppam essenzialmente: da Lie, R lci n, Killing e sopraltu tlO Cartan ; si tronta 
senza dubbio di una delle teorie- pi(1 complete ed estetiche della matematica 
(cfr. c I n'·anaotc . ). 

In fisica la struttura del gruppo d'invariama dello spazio-tempo diventa de
terminante di oggetti nel senso già visto a proposito dell'apriorismo kantiano. 
In fisica si considerano non solo i cambiamenti di riferimento geometrici c Ma
tiei, ma anche quelli dinamici, cioè quei riferimenti che si spostano gli uni ri
~pctto agli altri. In relatività galileiana-newtoruana si suppone cbe lo spazio
tempo 5 sia il prodotto di uno spazio eudidw tridimensionale e di un asse dei 
tempi (tempo universale). Tra tutti i riferimenti possibili di 6, si ammette che 
esista una classe 9, la classe dei sistemi di riferimento deni inerzia/i, rispetto a 
cui le leggi della fisica possono esprimer;;.i in modo in variante. Se H. è un cle
mento d i g , tutti gli dementi di S si ottengono sia per cambiamenti geometrici 
(rraslazioni nel tem po, traslazioni e rotazioni nello spazio) sia per traslnioni di 
velocità uniforme (cfr. t Relativitiu). Sia G il gruppo detto di Galileo dei cam
biamenti di riferimento ineniali. Le leggi della fisi ca devono essere invarianti 
rispeuo all 'azione di G e ciò impone loro \;ncoli fortissimi. 

La forza miracolosa della fis ica fondamentale risiede in gran parte nel fatto 
ch'essa ha ~aputo stabilire Una solidarietù tra la struttura del gruppo d'i nvarian· 
za dinamica dello spazio-tempo e alcuni attrihuti e proprietà fondamentali della 
materia. Infatti, all 'invarianza per traslazioni nello spazio sono associati l'im
pulso di una particella c la sua conservazione, all ' invarianza per rotazioni s()uo 
associati il suo momento cinetico e la sua eonsen'azionc, all'invarianza per tra
dazioni ncl tempo sono associate la sua energia e la sua conservazione. Si sa 
d' altronde che la relatività ristretta einsteiniana ha avuto origine dalla constata
zione che le equazioni di ;\h.xwcll per il campo elettromagnetico non erano in
"'arianti per il gruppo d i Galileo. J1 1oro gruppo d'invarianza è il gruppo delle 
trasformazioni di Loren tz. Guidato da \In profondo senso dell 'a priori del prin-
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cipio di relatiyità, Einstein è stato condotto a fare di questo gruppo d'invarian· 
za dell'elettromagnetismo il gruppo d'invarianza di tutta la fisica e dunque in 
particolare della ",«caltica. La celebre equivalenza tra massa ed energia non è 
che una constgum::a dirtlta del cambiamento del gruppo d 'invarianza, ossia del
la geometria di ti; (cfr. l'articolo «Rc1ativith), 

In generale, se G è il gruppo d'invarianza dello spazio-tempo &, la Struttura 
geometrica di questo gruppo diventa determinante per quelle che prendono il 
nome di partiulle tlemtmtari di questo spazio-tempo, cioè per la meccanica 
quantistica ehe è ad esso associata. Infatti. in meccanica quantistica un sistema 
viene rappresentato mediante lo spazio H (che, per ragioni di caratu:re gene
rale, si può supporre essere uno spazio di Hilbert) delle sue funzio ni d'onda. 
~ peraltro a priori evidente che, poiché la scelta di un sistema di riferimento 
è relativa (concerne !'ossen'atore e non il sistema), il gruppo G deve operare 
su 11. In altri termini, H è una rapprescnla::imtt di G. Dire che il sistema è 
elementare equivale dunque a dire che tale rAppresentazione è irriducibile. La 
teoria delle rappresentazioni irriducibili d i G (eventualmtntc C5teso mediante 
gruppi di simmetrie interne:) di \·enteril. dunque il principio di classifica:;ione delle 
particelle elementari (cfr. , Particella _ e ~ Simmetria t). Si vede allora che mentre 
in partenza era evidente, il prim:ipw di ,t/ativitii ~ dro~f/uto costitutivo f>n' fa strut
tura della materia. Solo nell'atomi!lmo greco in cui gli atomi sono concepiti come 
la manifestazione dei sottogruppi finiti (irriducibili a sottogruppi di rotazione 
del piano) del gruppo di rotazione di R3, si ritrova l'idea che le simmetrie dello 
spllz io~tempo determinano la struttura degli oggeni che vi evolvono, cioè, pill 
in generale, che un principio di relatività del sistema di riferimento è ontolo
gicamente costitutivo. 

4.2. Campi tensoriali, covarianza c relati vità generale. 

Quando si considerano varieti\ differenziabili, per cui la nozione di riferi ~ 

mento vale solo localmente come riferimento tangente, il principio d'invarianza 
per cambiament i di riferimento diventa un principio di covarianza per cambia
menti di coordinale focali. 

Sia x un punto di una varietà differenziabile M di dimensione /I e (Xl ' ... , X~) 
un sistema di coordinate locali in x (x ha dunque oome coordinate (o, ... , o) e 
puÒ essere notato o). Sia C una curva differenz iabile di 1\1 pas!'ante per .\' . In 
termini di coordinate locali, C è del;nita da equazioni parametriche .1:/- q).(t), 
ove le 9. sono funzioni differenziabili della \'ariabile reale t soddisfacenti per;. 
esempio a 9 ,(0) -o. Il vettore tangente ti Il C in X ha come coordinate i numeri 

X._(d9;\ . 
dt h-o 

Se ora si fa un cambiamento di coordinate locali considerando delle funzio· 
ni differenziabili xl- .taXI' ... , .t.) che inducono un automorfismo lineare del 
piano tangente T&.~d (cioè soddisfano alla çondizione d ';ltvertibilità che lo jaco~ 
biano ] - (òxilòx))(o) sia non nullo), la cu rva C sarà. definita dalle equazioni 



1055 Sistemi di riferimento 

.t~-Yi( I) -.tH~,(t), ...• '?~( I )). Il vettore tangente v a C in x avrà dunque per 
coordinate i numeri 

x, (d~'l ~ òx1( ) (d~jl ~ ,l'i . i - - - t.., -. o -- ~~ -(o) . .\ j' 
di I~ ,-l ò..\j d, I~ ,.. 1 iu) 

Si denoti o:~ il numero (ò..G/Ò,l) (O). Utiliuando la regola della somma degli in
dici, si ortcngono dunque le espreMioni 

(2) X:-o:~XJ' 

ì\'Ia il vettore tangente ti ha un'esistenza inlrinSNo indipendente dalla scelta 
delle coordinate locali. Le relazioni (2) di trasfMnloziont delle coordinate di v 
per cambiamento di coordinate locali esprimono p roprio tale eshltenza intrin
se<:a. Esse la esprimono determinando un t ipo di varia7.ione di queste coordi
nate, cioè una varianza. Si è dunque condotti ad affennare che ogni si~tema 
di n numeri Xl ' ... , 0'0. che si trasforma mediante la regola di trasformazione (2) 
per cambiamento di çoordinate locali , definisce un oggetto che ha uguale va
riama delle coordinate eli un vettore tangente ad J1. Si d irà che un tale sistema 
è un tl'nsort contrOfJarianft d'ordint l in x . 

i\'Ia le coordinale X I di 11 sono le coordinate rdative a un riferimcnto in 
Tr/ Il canonicamente a~!IOCiato alla scelta (XI' .... x~) di coordinate locali . Pcr ele
finire questa base la cosa più semplice è considerare v come on opuatore di de
rit:aziunt $ulle fu nzioni differenziabili su M (cfr. , Differenziale _ e • J nfinitesi
male .). Se f è una tale funzione. allora l'azione di 11 è definita dalla formula 

()) 

La base d i T"M rispetto alla quale w no definite le coordinate X i d i v è dunque 
defin ita dagli" operatori (òjò'\',) "" ò'. Questi operatori hanno una varianza che 
non è quella di un vettore tangente. Si operi infani un çambiamento di coor
di nau: locali . In base alle regole di differenziazione, si ha: 

.. "'i ~ òx,"' eloc - I-: -, . 
,. , ò''':, 

Si denoti ~j il numero (òx;Jòxj). Le rclar.ioni ( .. ) diventano le relazioni (5): 

(5) Ò'i - ~}òi. 

La base iY ha dunque una \'arianza duale di quella di v . Si diçe ch'essa i:. la 
"arianza di un u nsore covarial/le d 'ordine l in x. 

Il fatto che la variam:a, di (òi ) sia duale di quella di (X;) perrne[te allora 
faci lmente di esprimere ]'int:aTianza di 'I. Si ha infatti 1)_ X iò'. Per çambia· 
mento di coordi nate locali 11 è t rasformato in v' - X; ò' l = ct1XA3jò' in virtll del
le (2) e (5). Si ha dunq ue v'- o:~jXic)f. !\la 0:{{3;- 1 poiçhé la matricc (~}) io 
l'invt!'fsa della matricejacobiana (<<H c, poiché X ,ò'_v, si ha v'- v : v è in"a 
riante. 



Sistemi di riferimento 

Si consideri ora la ba.;e (d.y" ... , d.y,,) dci differenziali in .t, cioè la base dello 
spazio cotangente 'l'; M. Sempre grAzie alle regole di differenziazione si ha 

" ò.rl 
d·..:i - 2: òx' dXj' ,_l j 

cioè ti; .. ; _11:{dx). La base (d.\"/) è dunque un tensore contro .... ariantc d'ordine I 

in x, ossia un sistema avente la ltl!nO T:orionza delle coordinate di un .... ettore 
tangente. Ciò implica che l'entità ò' dx i è un'enti tà invarialli/!. Tale entità è 
molto sel11plil:emcncc l'operatore d ... ì) idx , che fornisce il differ('"nzia1e di una 
funzione i secondo la regola dj"",- (ì)jlò.y;),I.y;. 

Sia ora w_aidx i una l-forma differenzi ale. in l ' , cioè un dernento dello 
~pazio cotangente T;M. Il sistema degli (a;) è \In tensore covariante d'ordine t. 
Si può dunque costruire un'entitÌ! illf.'arianle considerando la !Klmma a 'X , ove 
(X ,) t- il sistema delle I.:oordinatc di un vettore tangente t '. !\ Ia w è una forma 
lineare su 'l'ift '! e questo numero in\"ariante non è altro che il nllore (>J(t» di 
hl su v. 

Si può notare che in tal modo si definisce [a \"arianza di due tipi di enti, 
quel[i di tipo l sistemi di coordinate » comc (X,) oppure «(l i) e ([uelli di tipo 
• hase (di uno spazin \'ettoriale di enti ) associata alla scelta di un sistema di 
coordinate locali t come ( i)i) oppure (d . ..:; ). Se (.\.) l: un siMcma del primo tipn 
e (11: ) un siMema del secondo tipo che sia di \'arianza duale, allora X<x è un'en
tità im'ariante (come {,-XIÒ' o /,l = a'd.y, ). Se (X) è un sistema del primo 
tipo e (li) un sistema del primo tipo ma di \ arianza duale. Xa è un numero 
inl'ariante (come per hl - a id.\'" v - .\'j ai c (»(11) ~ X j a i ). Se l.. 1: un sistema 
del secondo tipo e f7. un sistema del sCCQndo tipo ma di l'arianza duale, al1ura 
la. è un operatore invari ante (come per d_ ò 'd.\";). 

Si "ede dunque che sulle varil.!tà differenziahili la nozione di cambiamento 
di riferimento fa ~orgere tipi di varianu e IIIcdiant~' ciò crea entità inl'arianti, 
civè o/(gttti. Tali oggetti IWno i lensor i. l\ tI ogni punto x di 111 l'i può durique 
a~soe iare un'algebra tensorill[C. 

Un tensore può però cvid .. ntcmenle variart con .l'. Si è dunque condotti il 
considerare campi Itns()ria/i su .H, cioè sezioni dei fibruti vcltoriali su 111 le 
cui fibre sono gli "pazi di tensori di un certo tipo. In lInalogia al calcolo diffe
renziale sulle funzioni, ~i può anche sviluppare un eak'Qlo differenziale sui !en
sori. i\'Ia il prohlema è un po' più complicato in quanto, se a un tensore si appli
cano le regole classiche di differenziazione, /UJr/ si a/tùllf., in generale, UII lenfOr('. 

Si consideri per esempio una funzio ne /; M - R. Sia ( ''':1' •.• , .\',,) un ~istem~ 
di coordinate local i in ,..: eM. Le derivale parziali (òil ò.l:,) di / Sùno le coord i
nate di un tensore covariante d'ortline I, che per prodotto con un tensore con
trovarianted'ordinc I (X/), dà lo scalare Xj - X;(ò/I ò.I:à che è la derivata di i 
rispeuo ad X. l\la è facile "edere che le derivate uCflmit (òy/ÒX jòxj ) non ;;ono 
le coordinate di un tensorc. Poiché anche le derivate d 'ordine superiore di una 
funzione n'm posSQno essere definite in modo invariante, si è stati condotti ad 
introdurre la nozione di gtllo (cfr .• Locale(glubalc » c , Geometria e tupologiH). 

Per poter elaborare una teoria invariante della differenziazione dei tensori, 
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hi~ogna introdurre la nozione di c01/lltssiont affille e sviluppare la teoria della 
derivazione covariante (cfr. , Re1ativith ). 

Se si ritorna ora alla rclati\'ità einsteiniana, si vede che essa riposa intera
mente sui seguenti principi, alcuni dci quali sono puramente a priori, mentrto 
altri dipendono solo da dati sperimentali di basi lare importanza : 

I) Lo !:pazio_tempo e. è una varietà differenziabile: dato intuitivo fo nda
fficntalt. 

2) Questa varietà è a quattro di!llcnsioni: datO intuitivo fo ndamentale. 
3) In ~ esiste la possibilità di misurare; è dunque una vàrictà riemanniana: 

dato pratico primitivo. 
+) Gli enti fisici de"ono essere descritti da entità di varianza ben defin ita (e 

dunque da campi tensoriali) dalle quali si possono dedurre enti tà inva
rianti (principio a priori). 

5) Localmente IJ :l.mmeUe il gruppo di Loremz come gruppo invariante 
(principio di relatività). 

6) Vi è un'equivalenza tra massa gravitazionale e massa inerziale (t:Sperien
za cruciale) e dunque tra gravità ed inerzia (principio di relatività gene
rah:). 

Nell'articolo t Relati"irh o nel c1al.sico GrO'/:itotioll di l\lisner, Thorne e 
Wheder [19731, si vedrà lo sviluppo che, sebbene classico. continua ad affasci
nare per il suo contenuto tcorico, dell'idea fondamentak che l'equivalen:....a de
gli osservatori (cioè rin\"arianza per cambiamenti di sistema di riferimento e di 
coordinate locali) è costitulivo della struttura dell'universo. 

5. Sistemi di riferimento adattali. 

Dati uno ~pazjo E e una certa entità dipendente da tale spazio. è spesso 
utile cOMiderare dei riferimenti o de1le coordinate locali in E adattale all'cn
titll in questione. Ciò permette infatti di descrivere tale entità in manicra par
ticolarmente semplice. In matematica esiswno un'enorme quantità di pr()(:c
dure di questo tipo. Ci si limiterà a citare brevemente quattro esempi di natura 
molto diversa . 

5.1. Sistemi di riferimento adattati in geometria differenziale. 

Dati una cun'a piana C c un punto x di C, s.i può considerare il sistema di 
riferimento costiwito dalla tangentc c dalla normale a C in ."\:. Se S è uml su
perficie in R~ e),' un punto di S, si può analogamente considerare il nferimento 
cost ituito da1la normale in x a S e, nel piano tangente a S in .\" gli assi prinei
pah della conica che descri\'c la cur\'awra (cfr. f Diffcrcnziale t). 
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5. 2. Sistemi di riferimento adattat i in algebra lineare. 

SI, E uno .p"lo v"'o,l,l, di dlm,mloo, n , li uo ,ndomo,fi,mo di E. È 
noto che l'analisi s/)'tlrafe di 1.1 consiste nel cercare una base di P. in cui l'espres
sione di u (la sua matrice) divent i il più semplice possibile. S i può dunque par
[are di base _ adanata . ad li . 

Si milmente, se A è la matrice di una forma quadratica, la ricerca degli ns
si principali . è la ricerca di una base adattata ad .1. 

Questo procedimento può essere generalizzato agli spazi "cttoriali di fun
zioni ed agli operatori lineari che sono gli operatori integro-differenziali. La ri
cerca di riferimenti adattati ad alcuni di questi operatori diventa allora la ricer
ca di funzioni particolari, comc Ic funzioni trigonometriche t: le funzioni spe
ciali (cfr. , Spett ro .). 

5.3. Sistemi di riferimento adattati in teoria delle singolarità. 

Sia f: M--> R una funzione differenlliabi1c a valori reali definita su una va
rietà differenziabile di dimensione n. Sia '\'0 un punto critico non degenere di 
f (cfr. t Locale/globale.). Il teorema di Morse dice che esistè un sistema di 
coordinate locali (Xl> ... , .l' .. ) in .'t'o (ivi '\'0 ha dunque coordin!ltc (o, ... , o») tale 
che f assuma la forma particfllarmente semplice 

• • 
1(.<)-/(',) - 2>1+ L xl 

.~ I )_.+1 

(il numero ' di termini quadrati preceduti dal segno negativo è l'indice del pun
iti critico). Tale risultato significa due cose. Da un lato che mediante un cam
biamento di coordinate locali si possono annullare, nello sviluppo di Taylor di 
f in x, tutt i i termini di grado ~ 2 (in un punto cri tico non degenere f è de
terminata dal suo getto di ordine 2). Inoltre che, poiché la hessiana di f in x 
è di rango massimo, è possibile, mediante un cambiamento lineare di coordi
nate, assumere com t' !listema di riferimento il sistewa ùei suoi .assi principali •. 

In generale, dato un punto sin~lare di un 'applicazione f: /"1 -N tra due 
varietà differenziabili, si cercheranno sis temi di coordi nate locali sia nel domi
nio M sia nel codominio N per cui l'espressione di f diventi la piu semplice 
po~ibile. Il teorema di Whitlle)' ~ui modelli canonici delle singolarità delle ap
plicazioni differenziabili struttu ralmente stabi li tra variet~ di dimen~ ione 2 nè 
è un tipico esem pio. 

5. ,," . Variabili azione-angolo in meccanica hamiltoniana. 

In meccanica hamiltoniana (cfr. in particolare f Geometria e topologiat, VI. 
pp. 713-23) è dato uno spazitl dd le fasi munito d' una struttura simpltltica , cioè 
,ma varietà differenziabile E di dimensione pari :m munita di una 2-forma dif-
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fen:nziale chiusa e regolare U). In generale E sarà il fib rato cotangente di una 
varietà di configurazione AI, 

Per il teorema di Darbou>:, ge .'tE !:.', es i ~tonc'J sempre dei sistemi di coordi
nate locali di tipo (p , g), q- (I/" .,., fin) c p - CPp ".,p~ ) per cui U) prende la 

forma standard (;) _ \!!.. dp,/l. dq(, Tali sistemi .. adattati , a U) si chiamano siste-
t.:1 

mi di C()()rdinate simplettiehe t: i cambia menti di coordinate simplettichc si chia
mano trasformazioni canONIche. Si tratta delle trasformazioni che lasciano in
variante la 2-forma w. 

t:: noto che un sistema hamiltoniano è allora definito da uno hamiltOlllallO 
su 111 cioè da una funzione _energia .. H: Ar ... R (differenziabile), ."'d /-I viene 
associata la I-forma dI/ che ~ il suo differenziale. i\'la la 2-forma U) stabilisce 
un iso!llomsmo Ira vt:ttori tangenti c l'cttori cotangenti di E e SI può dunque, 
tramite (>l, a'>llOCiare ;il dH (t: dunque ad Il) un campo di vettori su E, detto 
flus.'iO hamiltoniano, le CIIi trai~torie sono date dalle equazioni canoniche di 
Hamilton: 

Per costruzione, la ;t -forma (ù C: in\'ariant'e per l'azione dci flusso (c dunque 
anche (o" che è la forma t volume . di E: toorema di Liou\'ille); cosi pure lo è 
lo hamiltoniano /I (conscn'nione dell'energia). 

Per cercnre d ' integrare le equazioni di Hamilton riportate sopra, il proce
dimento consiste nel cercare intl'-Kra1i primi ossia im·ariant; del flusso i"dipm
dmlli da (,) e da 1/, Infatti esiste un teorcma fondamentale, dovuto a Liouville, 
che afferma che se si conoscollo 11 - l integrali primi (cioè ,,- I funzioni 
F j : B ... R le cui parentesi di PoiS&ln (F i , 1/) con lo hamiltoniano fJ sono 
identicamente nulli) i quali, da un IalO sono tra loro i"dipnulmli &I indipen
denti da Il (cioè tali che in ogni punto x di E i differenziali JF j e dII siano 
linearmente indipendenti) e dall'altro sono tra IMo ilI involuz;o"e ed in involu
zione con Il (cioè tali che le parentesi di Poisson (F" r) e W" 1-1) siano iden
ticamente nulle), allora le equazioni di Hamilton s'integrano per quadrature, 

Piti precisamente, se le condizioni del teorema di L iom·ille SQno soddisfat
te, se a -(al> ... , G" ,) è un sistema di valori per le F I' e se li è un valore di 
Il, il sottoinsieme V.,~ di E definito da 1-1 _Ii e Pi _ ai (i - I, ... , 11 - l) è un 
sottoinsieme invariOIlU rispetto al flusso . hamilton iano, Poi eh~ le Fi c /I sono 
indipendenti , V ... ~ è in effetti una sottovarietà regolare di E. Se per di pitl e~~a 
è compatta e conneslla, coMiderazinni di natura puramente geometrica impli
cano ch'essa i:: diffwmorfa a un loro n-dimens.ionale i, II moto su T è. allora 
quasi pn-iodiw, il che: IIignifiC"d che, so: (qJ" ... , qJ~ ) sono le coordinate angolari 
di T, le equazioni di Hamihon si riducono a r/9Jdt "'" n, ove il è una n-pia 
che dipende da o e da e. 

Un tale sistema avente" integrali primi (tra cui H) Illdipendenti e in invo
luzione si chiama sistema i"texrobile. Si può allora mostrare che in un intorno di 
Va ,f' E è un prodotto diretto di V. ,e (cioè di T) per un aperto U di R", Si ha 

,6" 
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dunque un sistema di coordinate (O, 9) in cui le equazioni di Hamilton si scri· 
\'ono d?ldl-O, dn ldl -o, c s' integrano dunque immediatamente ottenendo 
il -cost e 9(t)~y(o)+ nt. T ali coordinate non sono in generale simplettichc. 
È l'>erò possibile tro\'are altri integf":lli primi J;. funzioni delle F i , tali ch~ I~ 
coordinate (I, 9) siano simplcniche-. Le cOQrdinatt: simp!eniche (l, cp) si chia· 
mano variabili aziolle-allg% [cfr. Arnol 'J 1974]. Se le coordinate ~i mplcttiche 
sono ' adattate . alla 2-forma (ù Chl' definiscc la struttura simplettica d i E, le 
variabili azione-angolo sono cQ()rdinat~' simpl euiche .. adattate . allo hamilto
niano li . 

6. Sittemi di riferimento e clossijicoziofli, 

I pochi, drammaticamente lacunosi richiami che precedono, mostrano la 
straordinaria . fecondità. delle noziOni d i sistema di riferimento e di coordina
te, Esse hanno però preso ongine da una situazione in cui lo spazIo di base c~:m
siderato è omogeneo, cioè privo di pum i di riferimento. Ora, com'è stato notato, 
il problema dci sistema di riferimento si pone anche in spazi «eterogenei », os.. .. ia 
marcati o ,ol/trassegnati. Fino ad ora questo aspetto dci problema del riferimen
to cra rimasto estraneo alla matematica. Pcr concludere, si desidera fare una 
bre\"e osservazione sulla recente prC!;a di coscienza di tale problema. 

Un metodo radicalmente diverso di riferire un oggetto è quello di riferirlo 
non allo spazio ma agli oggetti di ugual natura. Il paradigma ora non è più 
quello di un osservatore di fronte all'omogeneità dello spazio ma è quello della 
clossifrcw:ùme. Si tratta dci paradigma dello strutturalismo. Esso consiste nel 
dare una posizione a un'entità in uno .spazio ~trutturale ,. cioè uno • spazio. 
cattgori:zato in classi mediame un sistema di di ffe renze, di soglie, di scarti 
differenziali (cfr . • Sistematica e classi ficaZione . ). Se gli enti comiderati sono 
d iscreti, tale paradigma si sviluppa IO teorie logico-combinatorie. 1\I.a se questi 
enti d ipendono da parameu i umtinui, la situazione cambia radical mente. Il con
ccttO di classificazione acquista un contenuto geonutrico e di\'enta suscettibile 
d i un'analisi geometrica profonda dalla quale la teoria delle catastrofi ha tratto 
nUMe pOSllibilità di modellizzazione. 

Si ricordino du nque (i n riferimento all'articolo «Locale/globale . ) alcune 
prerogati\'e del paradigma , ataltrQjista. Si considerino , forme ~ descrivibili in 
termini di applicazioni f: M - N tra due varietà differenziabili. Tali «forme t 
costituiscono uno spazio funzionale :f. QuestO spazio è intrinsewmellte eteroge- ~ 
neo. Infatt i è natu rale considerare che due forme f e g siano tqui!:altl/ti, che 
esse abbiano lo 8tcssO tipo differenziabile, !it: ~i può passare dall' una all'altra 
mçdiante cambiamenti di coordinatè ncl dominio (.111) e nel codominio (.V) o, in 
altri termini, se esistono un diffeomorhsmo '? di /11 e un diffeomornsmo ~ di 
N tal i che si abbia g-4 ofo 9~1. In questa definizione di equivalenza entra 
in gioco il principio di relatività del riferimento negli spazi !li ed IV. t: però 
essenziale notare che l'uso dci principio di relatività del riferimento implica che 
il problema del riferimento stesso si pone in modo totalmente diverso in :1, ln-
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fatti, :r ~ssendo munito della !opologia adeguala alla struttura differenziabile, 
è possibile definire le fo rme Hrlltturalme"te stabili di :f" come le forme! che am 
mettono un intorno di forme g tutte equivalenti ad f. Se U è l'aperto di :f 
composto di forme stabili, il chiuso ad e!so complementare K - detto insieme 
catastrofico globale di :f - è un sottospazio di :r classificante i tipi stabili. Tale 
insieme catastrofico K essendo inerenu ad :r (intri nseco), il problema del rife
rimento in j" di\'enta duplice: I) dare una posizione agli clementi di :f riRpetto 
a K (aRpetto puramente qualitati \'o del riferimento); 2) data una classe V defi 
nita da K, dan:: una posizione agli elementi di V in V mediante l'uso di coor
dinate (aspetto quanti l'ati vo del riferimento). 

~ci modelli tras\'ersi delle singolarità di tipo catastrofi elementari, va sot
tolineato (cfr. t Locale/globale . ) il carattere: t misto, Ira l'aspetto qualitativo del 
riferimento (basato sulla n,orf%gio di K e sul modo C()n cui Irporo lo spazio) 
e l'aspetto quantitacivo dci riferimento stCSSO (basato sull'uso delle coordinate). 
[J.' .J. 
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il. Fdmndli, M,lano 1974"). 
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1913 G,aWlllljon, Freeman. San FnonciKo. 

l'cII"", J. 
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La rlCQgnizionc antropologica (cfr. anthropos) de lla rappresentazione dello spazio 
nelle divene culture (cfr . cultura/ culture) - in parlicolare nelle socie tà primiti"e (cfr. 
p r imitivo) o"e lo sPQzio è locale (cfr, locale/globale) e s imbolicamente (cfr. segno , 
s imbolo) scand ito dall'opposizione /contraddizione di sacro/profano - e l'indagine 
della genesi pskologica del le nozioni spatiali e dci loro apprendimento mettono in luce 
la r ilevan7.a d"i Ri~terni di rifuim"nto nella m odell inazione (cfr. modello) del reale . 
La rice rca di un punto di riferimento in un viaggio sugli oceani o neU" co.stitulione delle 
varie c osmologie (sli ttate progres8i\'ament~ dall'astrologia all'astronomia ), l 'analisi 
d~lIa spa lia lità pin orica con gli studi sulla p ro, petti,-a (cfr. diselno!progetlo), le \larie 
raffigUra:'10ni della le rra che "ia "ia "engono appron tate dalla canografia (cfr. atlanle) 
BOno tutte alla oase della nozione moderna di sistema di riferimento ehe con Descart" e 
Leibni:. è "~nuta svolgendo un ruolo ch iave pe r le matematiche , consentendo l'a rtico_ 
lazione sist~matica dello studio delle "arie funzioni , la nascita del moderno punto di l' i~ta 
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differenziale , rilevanti Ivilupp; del calcolo SlesSO (dr ... nche infinitesimale). Con i 
grand, progn::s.51 dell'as trazione malematica (dr. astrallo/concrClto) dell'Ottocento, in 
particolare con la roUUn! cXll'lccuuale prOIl1\)_,11I da Ricm .. nn, la con.iderazione di spa ~i 

gencrahnati OOit; tu;t; d:l. entiti qual!iui dipendenti da un numero finito o h'lfinito di pa· 
ramelTl ha potenzia to in modo formidabile lo studio - in chiave di Jeometria e !Opolo· 
g ia - di molt,ss imi problcn\i matematici. Nel cont~s to della fisica hu contempotunca· 
menle preso corpo la defini7.ione degli nggetti fi~ ici come inl'arinnti (cfr. invariante) ri· 
5pelt0 ai cambiamenti di r, ferimento. al punto che l'esigcn ... a che una Ielle fisica non di· 
penda da un particolare Ai$tema ($ccl to in modo arbitrar io. dunque convenzionale; cfr. 
convenzione) e ~ tat. incorporata nelle teorie fiRi che di hue (cfr. teoria/mode llo) come 
la r elatività (dr. anche spazio-tempo) e i quanti (cfr. anche conservadonefin varian· 
za " per altri u p"tti particella). rvh 5(: enormi progreA9i intcJlettuali ,i ~ono co.npiut; 
ndl'ana l i~i d~i a,s t~mi di rife.rimentn per ~pa:ti omogenei, Bnche g,li apui elerogenei poI'

"",no "cnir <.xm tr,," egnòlti dagli opponuni • n feflmenti . mediante un sis tema di acarti dif
fuenziali, di fK>glic (dr. &oglia ). Si ritrovg cosl l 'antico problema ddla sistematica e 
classificazione : quando le cnlità con~idente ~ono di5crete (cfr. continuo{discr e to) 
ques tO paradigma Ii i $viluppa in un .. combinaloria IOIlÌ<:o-linJluiSliea (cfr. l ogica. 
linguaggio e anche c odice, immagine); .c in" eee dipendono da parametri continui, l, 
c11lS~ificazione acquisisce un carattcre J.l'comctr;co, come e nei cui mndel1i7.lat; dBlla teoria 
delle cataslrofi . 
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