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Cet article pr�esente bri�evement un certain nombre d’implications de mod�eles
physico-math�ematiques dans les sciences neurocognitives. Son propos est de fournir quelques
aper�cus sur la fa�con dont est en train de s’y op�erer la physicalisation du mental.
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Introduction

Champs recepteurs et pro lsrecepteurs des neurones visuels : mesure et
formatage du signal optique

En physique, l’un des paradigmes de la relation entre le simple et le complexe reste celui de l’in-
terpr�etation de la thermodynamique en termes de physique statistique. De l’interaction complexe
(coop�erative/comp�etitive) d’un grand nombre d’unit�es “micro” �el�ementaires �emergent des pro-
pri�et�es “macro” souvent relativement simples. Un d’organisation r�esulte
d’une telle �emergence du simple macro hors du complexe micro.
Les th�eories contemporaines de la perception et de la cognition, en particulier en ce qui concerne

la vision (qu’elle soit naturelle ou “computationnelle”) et, plus g�en�eralement, les repr�esentations
mentales, fournissent tout un ensemble de nouveaux exemples de ce ph�enom�ene. Il s’agit non seule-
ment de l’�emergence de grandeurs macroscopiques comme la temp�erature, la pression ou l’aiman-
tation, mais de compos�ees de constituants en relation (il
su�t de penser �a la fa�con dont une sc�ene visuelle est d�ecomposable en objets autonomes reli�es entre
eux par des relations spatio-temporelles). Il existe une di��erence fondamentale entre ces structures
en constituants macro qui restent simples et l’�etonnante complexit�e de leur impl�ementation qui se
trouve distribu�ee sur un nombre �enorme d’unit�es �el�ementaires (photor�ecepteurs r�etiniens, pixels
d’une image, etc.).
Pour comprendre ce type de structures �emergentes il a fallu transf�erer aux sciences cogni-

tives tout un ensemble de mod�eles physiques d�ej�a connus mais en les utilisant pour mod�eliser des
ph�enom�enes perceptifs et cognitifs qui ne poss�edent aucun �equivalent physique.
Certains de ces mod�eles sont d�esormais bien connus. Par exemple, on sait depuis les travaux

du grand sp�ecialiste de la vision David Marr �a la �n des ann�ees 70 que les cellules ganglionnaires
de la r�etine e�ectuent une analyse en ondelettes du signal optique au sens d’Yves Meyer et de
St�ephane Mallat. De même on sait depuis le transfert des mod�eles magn�etiques de verres de spins
aux r�eseaux de neurones par Hop�eld au d�ebut des ann�ees 80 que l’on peut mod�eliser en termes
de physique statistique les processus cognitifs de cat�egorisation et d’apprentissage.
Cet expos�e a pour but de donner quelques exemples de l’implication des mod�eles physiques

dans les sciences cognitives contemporaines.

Commen�cons par la fa�con dont, d�es les plus bas niveaux, le syst�eme visuel repr�esente le signal
optique. Une premi�ere donn�ee fondamentale de la neurophysiologie est celle de
et de d’un neurone visuel. Ces deux concepts sont particuli�erement clairs pour
les cellules ganglionnaires de la r�etine qui e�ectuent ce que l’on appelle la (le codage
neuronal) du signal, le mesurent et le transforment en une information neuronale exploitable par le
syst�eme nerveux. D�es ce bas niveau, sensoriel et p�eriph�erique, il existe un �ltrage et un formatage
g�eom�etrique pr�ecoces.
La r�etine comprend cinq couches (3 + 2). Les trois couches principales sont :

(i) celles des photor�ecepteurs qui sont les “appareils de mesure” (au sens quantique) du signal
et le “pix�elisent”. Ils sont de taille quelques et leur population est de l’ordre de 6 10 cônes
et 120 10 bâtonnets (environ vingt fois plus) ;

(ii) celles des cellules bipolaires qui connectent les photor�ecepteurs �a la troisi�eme couche ;

(iii) celle des cellules ganglionnaires (CGs) dont les axones sont les �bres du nerf optique. Leur
nombre est de l’ordre de 10 et le rapport de compression photor�ecepteurs CGs (ce que les
neurophysiologistes appellent le “degr�e de convergence” des photor�ecepteurs sur les CGs) est
donc de l’ordre de 100.
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Fr�egnac et al. [1996]. Cf. aussi plus bas 3.1.
Cf. par exemple De Angelis et al. [1995].
Florack [1993].
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Ces trois couches principales sont reli�ees entre elles par deux couches “horizontales” interm�ediai-
res dites , celle des cellules horizontales (couche plexiforme externe entre les pho-
tor�ecepteurs et les bipolaires) et celle des cellules amacrines (couche plexiforme interne entre les
bipolaires et les cellules ganglionnaires).
�A travers la connectivit�e “verticale” et “horizontale” compliqu�ee de ces couches, chaque CG se

trouve reli�ee �a un domaine pr�ecis de la r�etine (un disque approximatif de 0 1 �a 2mm de surface
et de 0 5 �a 10 d’angle visuel) que l’on appelle son (RF pour “receptive �eld”).
De fa�con g�en�erale, la d�e�nition la plus simple du RF d’un neurone visuel est la zone de la r�etine

�a laquelle il r�epond parce qu’il s’y trouve connect�e �a travers la connectivit�e compliqu�ee des voies
r�etino-g�eniculo-corticales menant de la r�etine au cortex �a travers le relais thalamique du corps
genouill�e lat�eral. On montre qu’il existe des zones – dites ON – du RF qui r�epondent de fa�con
positive (excitatrice) �a des stimuli lumineux ponctuels (des Dirac, c’est un probl�eme de r�eponse
impulsionnelle). D’autres zones – dites OFF – r�epondent de fa�con n�egative (inhibitrice). D’o�u
le concept de (RP pour “receptive pro�le”) d’un champ r�ecepteur. Le RP est une
fonction : d�e�nie sur le domaine (l’extension) du RF.
En fait, la d�e�nition du RF peut varier consid�erablement suivant la fa�con dont on d�e�nit la

r�eponse d’un neurone visuel. Les r�eponses impulsionnelles par des �emissions de trains de potentiels
d’action (spikes) d�e�nissent un concept classique �etroit de RF (dit champ minimal de d�echarge).
Mais dans la mesure o�u le d�eclenchement d’un spike exige le franchissement d’un seuil (les neurones
sont des sortes d’automates �a seuil), il peut y avoir de nombreuses r�eponses d’un
neurone. Comme l’a montr�e l’�equipe d’Yves Fr�egnac, cela permet de ra�ner consid�erablement le
concept classique de RF.
Des m�ethodes tr�es sophistiqu�ees d’�electrophysiologie ont permis de mesurer les

des RPs de di��erents neurones visuels. Il s’agit l�a d’un v�eritable tour de force exp�erimental et
les r�esultats en sont tout �a fait remarquables. On trouve dans le syst�eme visuel des RPs qui sont
en forme de , jusqu’�a l’ordre (au moins) 3, et en fait jusqu’�a
l’ordre (au moins) 4 si l’on tient compte des �evolutions temporelles des RPs (dues �a la plasticit�e
synaptique rapide et �a l’adaptabilit�e aux stimuli). Par exemple, les RPs des CGs de la r�etine sont
en laplacien de gaussienne � , ce qui se manifeste qualitativement par un antagonisme entre le
centre et la p�eriph�erie du RF: si le centre est ON la p�eriph�erie est OFF et vice-versa. Les cellules
simples d’orientation de l’aire 1 du cortex visuel primaire ont un RP en , etc.
De nombreux neurophysiologistes traitent ces RPs comme des patches de Gabor (des fonctions

trigonom�etriques modul�ees par une gaussienne). Qualitativement c’est e�ectivement la même
chose. Nous pr�ef�erons toutefois de beaucoup la version “d�eriv�ees partielles de gaussiennes” pour
la raison suivante. Soit ( ) l’intensit�e du signal optique d�e�ni sur le domaine de la r�etine.
Soit ( ) le RP d’un RF centr�e sur 0 (le centre de ) d’un certain type de neurone visuel. Si
le RF est centr�e en ( ), le RP est donc ( ). Un neurone visuel agissant comme
un �ltre lin�eaire sur le signal, sa r�eponse a donc pour valeur :

( ) = ( ) ( )

C’est la mesure du signal en ( ) par le RF centr�e en ( ). Si un de RFs de
même pro�l recouvre , alors la r�eponse est la :

( ) = ( )( ) = ( ) ( )

Comme l’a propos�e Luc Florack, une bonne fa�con de voir les choses est de traiter le signal (qui
est une “mauvaise” fonction, tr�es bruit�ee) comme une , c’est-�a-dire une fonctionnelle
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lin�eaire continue sur un espace de fonctions test (fonctions �a support compact, ou �a d�ecroissance
rapide pour les distributions temp�er�ees) et de traiter les RPs ( ) – qui sont des fonctions bien
r�eguli�eres et bien localis�ees – comme des dans le syst�eme visuel.
La mesure du signal par une neurone de RP en fournit alors la repr�esentation au sens
des distributions.
Or l’on sait que la distribution de Dirac constitue l’op�erateur de base pour le calcul di��erentiel

des distributions puisque pour toute distribution :

= = =

et plus g�en�eralement:
=

pour tout op�erateur di��erentiel �a coe�cients constants.
Il su�t donc de savoir ce que devient d’un point de vue multi-�echelle pour donner un sens au

concept de (d’espace-�echelle). Dans les th�eories de scale-space standard on prend
:

= ( ) =
1

2
exp

2

le produit de convolution satisfaisant = Ce noyau gaussien est la version multi-
�echelle . Il exprime ce que devient . Mais la gaussienne �etant le noyau de la
chaleur, on est ainsi naturellement conduit �a consid�erer que le point de vue multi-�echelle consiste
�a prendre le signal comme condition initiale d’une solution de :

� = 0 (2 = )

Cette relie la “g�eom�etrie pure” �a sa contrepartie “physique” (l’aspect
multi-�echelle). Elle exprime la contrainte op�erationnelle de transformer le signal en observable
g�eom�etrique. Elle remplace l’in�nit�esimal par du local multi-�echelle, la g�eom�etrie di��erentielle
classique correspondant au cas id�eal d’une �echelle = 0 (r�esolution in�nie).
Dans la mesure o�u si est un op�erateur di��erentiel d’ordre on a par d�e�nition

= ( 1)

on voit que les RPs en d�eriv�ees partielles de gaussiennes ont pour principale fonction
. Plus pr�ecis�ement, comme une gaussienne d�e�nit une

par sa largeur, un RP en forme de a pour fonction d’appliquer l’op�erateur di��erentiel �a une
certaine �echelle. C’est donc de la qui se trouve neuralement
impl�ement�ee.
�A la �n des ann�ees 70, David Marr a �et�e le premier �a comprendre la fonctionnalit�e d’un tel

produit de l’�evolution biologique. D’apr�es la formule classique = ( ), la convolution
du signal avec un pro�l revient �a appliquer au du signal �a l’�echelle d�e�nie
par . �A l’�echelle 0 on retrouve = ( ) = . Par exemple, les cellules ganglionnaires
en laplacien de gaussienne � calculent le laplacien du signal �a l’�echelle d�e�nie par . Comme
le savent depuis longtemps les neurophysiologistes qui disent que les CGs sont des “d�etecteurs de
contrastes spatiaux”, la fonction d’une telle repr�esentation du signal est

Le crit�ere est par exemple celui dit du de David
Marr : une discontinuit�e correspond �a une travers�ee de 0 par encadr�ee par 2 pics respectivement
positif et n�egatif tr�es aigus.
Avec ce genre de m�ethodes on peut facilement construire des d�etecteurs de

(plus compliqu�es que de simples discontinuit�es). Par exemple, un d�etecteur de coins d�etectera
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Geometrie de la perception et “Scale space analysis”

2.1. Analyse en ondelettes et geometrie.
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de fortes courbures sur des bords. Les bords sont d�etect�es par la norme du gradient . La
courbure d’un isophote (ligne de niveau de ) �etant donn�ee par la divergence du gradient normalis�e

= =
1

�
( )

(o�u est le hessien de ), un bon d�etecteur de coins est l’invariant . Quand on l’impl�emente
de fa�con multi-�echelle, on obtient des RPs qui ne r�epondent o�u le signal
(liss�e par ) pr�esente une ligne de discontinuit�e qualitative avec une discontinuit�e de la direction
tangente.
Joseph Atick et Jean-Pierre Nadal ont montr�e que ces pro�ls r�ecepteurs, basiques pour le

neural computing, peuvent être retrouv�es �a partir d’hypoth�eses g�en�erales simples de th�eorie de
l’information. Cela permet de mieux comprendre comment l’�evolution a pu les s�electionner. Ils
correspondent �a une “strat�egie informationnelle” et �a des “design principles” qui optimisent l’e�-
cience de la repr�esentation d’information:

“E�ciency of information representation in the nervous sytem potentially has evolu-
tionary advantages”. (p. 213)

Les repr�esentations e�cientes permettent de comprendre le “vocabulaire visuel” (les traits g�eom�e-
triques) permettant de d�ecrire l’environnement de fa�con compacte. L’exemple le plus simple est
de supposer qu’il existe un �ltrage lin�eaire (convolution par un pro�l r�ecepteur) qui e�ectue une
compression du signal en son autocorr�elation spatiale ( ) = ( ) ( ) . A
cause de l’homog�en�ê	t�e et de l’isotropie, l’autocorr�elation ne d�epend en fait que de = ,
i.e. ( ) = ( ) = ( ). La transform�ee de Fourier de ( ) est le
du signal:

( ) = ( ) exp( )

Or la statistique des images montre que celles-ci ont un spectre en (loi de Field).
Si l’on veut d�ecorr�eler correctement le signal, , alors on obtient des
pro�ls r�ecepteurs en � de type cellules ganglionnaires.

Dans cette section nous indiquons comment un certain nombre de m�ethodes math�ematiques rela-
tivement sophistiqu�ees s’introduisent naturellement dans les th�eories de la vision arti�cielle. Nous
donnons trois exemples: l’analyse en ondelettes, l’utilisation d’EDP de di�usion non lin�eaires et
les mod�eles variationnels de segmentation.

L’interpr�etation math�ematique des algorithmes
de type Marr est d�esormais fournie par l’algorithme des ondelettes. Explicitons-en l’id�ee en di-
mension 1. Partons de la transform�ee de Fourier classique. Soit ( ) l’espace de Hilbert des
fonctions de carr�e int�egrable sur . L’analyse harmonique fournit une d�ecomposition de chaque
�el�ement ( ) sur la base orthonormale des fonctions trigonom�etriques. La d�ecomposition de
( ) s’exprime par la transform�ee de Fourier (FT) :

( ) =
1

2
( ) = ( )

On montre que ( ) = ( ) i.e.

( ) =
1

2
( ) = ( )
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et que les normes ( ) et ( ) sont �egales. Autrement dit, la FT est une isom�etrie des espaces

de Hilbert ( ) et ( ) (o�u les indices et indiquent les coordonn�ees respectives des espaces
des positions et des fr�equences).
Le probl�eme pos�e par la FT est que l’information qu’elle fournit est d�elocalis�ee : elle est

d�etermin�ee dans l’espace des fr�equences et ind�etermin�ee dans l’espace des positions. Pour la
localiser, Gabor introduisit dans les ann�ees 40 la transform�ee de Fourier avec fenêtrage (GT) :

( ) =
1

2
( ) ( ) =

1

2
˜ = ( ) ( )

o�u est une fenêtre spatiale que l’on translate le long de l’axe , ( ) = ( ) et
˜( ) = ( ).
La GT ne d�epend pas seulement de la fr�equence mais aussi de la position . Sa transform�ee

inverse est donn�ee par :

( ) =
1

2
( ) ( )

On montre que = , autrement dit que la GT est (�a un coe�cient de proportion-

nalit�e pr�es) une isom�etrie des espaces de Hilbert ( ) et ( ) .
Le probl�eme avec la GT est que, même si elle localise l’information, elle n’op�ere toutefois qu’�a

un seul niveau de r�esolution. Elle ne permet donc pas de localiser des discontinuit�es si celles-ci
sont �a une �echelle trop petite. En particulier, si le signal est une donn�ee multi-�echelle (par exemple
fractale) on ne peut pas l’analyser correctement.
D’o�u la n�ecessit�e d’une FT non seulement localis�ee mais aussi, comme pour la r�etine, multi-

�echelle. C’est ce que r�ealise le concept d’ondelette. Il s’agit de trouver une d�ecomposition de
( ) en n’utilisant qu’une fonction ( ) (la “m�ere” des ondelettes) ainsi que ses transform�ees par

translation ( ) et par changement d’�echelle ( ) = ( ) ou ( ) = .
On obtient alors une transform�ee par ondelettes WT :

( ) = ( ) ( ) =
1

2
˜ ( ) = ( ) ( )

Elle est bien d�e�nie si une condition d’admissibilit�e sur la FT de l’ondelette m�ere ( ) est satisfaite:

=
( )

(cette condition exprime que la FT de est non seulement nulle mais su�samment plate �a l’orig-
ine).
Un exemple typique d’ondelette est pr�ecis�ement l’ondelette de Marr � .
Un th�eor�eme de J. Morlet et A. Grossmann dit que, �a un coe�cient pr�es, est une isom�etrie

de ( ) sur ( ) . La transform�ee inverse est donn�ee par la formule:

( ) =
1

( ) ( )

L’amplitude de la WT fournit un indicateur privil�egi�e des discontinuit�es (des singularit�es)
encod�ees dans le signal. Comme l’a not�e St�ephane Mallat :

“the ability of the WT to characterize the type of local singularities is a major moti-
vation for its application to detect the signal sharper variations”.
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2.2. “Scale space analysis” et equations de di usionnon lineaires.
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Il existe en g�en�eral une forte redondance de la WT (lorsque la redondance est nulle on parle
d’ondelettes orthogonales). Elle s’exprime au moyen du noyau reproduisant:

( ) =
1

( ) ( )

par la formule :

( ) = ( ) ( )

Pour l’ondelette de Marr = � , la redondance s’exprime par l’�equation de la chaleur:

= � avec ( = )

Dans certains de ses derniers travaux, St�ephane Mallat a introduit une redondance maximale.
Il consid�ere la famille �a 3 param�etres “d’atomes temps-fr�equence” :

= ( ) = ( ) =
1

o�u = position, = �echelle, = fr�equence. On it�ere alors l’algorithme adaptatif consistant �a
chercher le qui approxime le mieux :

= + (avec )
= +

Avec de tels algorithmes, il devient possible de compresser une image sur la base de sa g�eom�etrie
intrins�eque en �eliminant l’information encod�ee dans les �echelles su�samment petites. La recon-
struction demeure �d�ele parcequ’elle repose sur la structure morphologique de l’image. Ce sont
essentiellement les d�etails �ns – en particulier les textures – qui se trouvent liss�es.
On peut ra�ner la m�ethode en introduisant des paquets d’ondelettes. On utilise plusieurs on-

delettes en parall�ele de fa�con �a adapter au mieux le choix d’une base de d�ecomposition �a la structure
intrins�eque du signal. Le crit�ere de �t est alors la minimisation de l’entropie d’information.

L’analyse multi-
�echelle domine d�esormais les th�eories de l’analyse g�eom�etrique des images en vision computation-
nelle. A côt�e de la �li�ere Marr Ondelettes que nous venons d’�evoquer, elle remonte �a Witkin
(1983) et �a Koenderink (1984, 1986). Elle est celle de la “scale space analysis”. L’id�ee directrice
en est de plonger l’image dans une famille ( ) de fa�con �a ce que :

(i) = ,

(ii) soit une image indi��erenci�ee, et

(iii) : lorsque crô	t, l’�evolution de �a “simpli�e” strictement l’image
(cette contrainte de “causalit�e” interdit l’apparition de nouveaux d�etails lorsque
l’�echelle crô	t). L’�evolution avec des lignes de niveau de , i.e. la suite d’�ev�enements de
bifurcation qu’elles subissent en se simpli�ant progressivement, fournit une m�ethode puis-
sante pour analyser la structure morphologique de l’image, sa (d�e)composition en �el�ements
constituants simples, bref sa “constituance”.
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On montre que, sous des contraintes g�en�erales de lin�earit�e, d’invariance par translation, d’isotro-
pie et d’invariance d’�echelle, la fa�con la plus simple d’obtenir un tel r�esultat est de prendre pour
une solution de typique qu’est l’�equation de la chaleur = � . Dans
la mesure o�u le noyau de la chaleur est gaussien, on est �a nouveau conduit �a l’id�ee d’un lissage
multi-�echelle ( = �echelle) de l’image.
A partir de l�a, tout un nouveau champ s’ouvre, qui consiste �a reprendre dans ce nouveau cadre

certaines parties fondamentales de la g�eom�etrie di��erentielle, en particulier la th�eorie des et la
th�eorie des . Cela permet de d�e�nir de fa�con multi-�echelle des invariants permettant
de d�etecter des traits (features) g�eom�etriques. D’o�u l’�elaboration d’un “receptive �eld calculus”
qui permet de comprendre comment une analyse du signal peut être une analyse g�eom�etrique.
Le probl�eme est �evidemment que l’�equation de la chaleur . Le lissage

qu’elle produit est isotrope et donc en fait indi��erent �a la g�eom�etrie de l’image. En particulier,
les contours sont liss�es, d�eplac�es, voire même fusionn�es. D’o�u l’id�ee qui s’est progressivement
impos�ee au cours des ann�ees 80. Pour pouvoir e�ectuer une bonne analyse morphologique de
l’image, il faut concilier deux exigences apparemment antagonistes, celle de l’ et
de la r�egularit�e, mais aussi celle de la et de la segmentation. Autrement dit, il faut que
le algorithme d’analyse g�eom�etrique puisse :

(i) le signal de fa�con multi-�echelle par di�usion;

(ii) la g�eom�etrie de l’image, c’est-�a-dire d�e�nir les discontinuit�es d’�el�ements di��erentiels
poss�edant une signi�cation g�eom�etrique intrins�eque.

Pour ce faire, il faut adapter l’�equation de di�usion �a la pr�eservation de ces �el�ements di��erentiels
construits �a partir des jets successifs de la fonction ( ).
Le cas le plus simple est celui des bords qui d�elimitent les domaines homog�enes d’une image

et sont essentiels �a la d�e�nition de ses constituants. Un bord est id�ealement une discontinuit�e du
gradient ( ) de . Pour qu’une di�usion pr�eserve le caract�ere discontinu des bords tout en
les simpli�ant progressivement, il faut qu’elle soit anisotrope, en fait inhib�ee dans la direction du
gradient.
Plusieurs solutions ont �et�e envisag�ees (il s’agit d’un d�ebat math�ematique technique). La

premi�ere id�ee (Malik et Perona, 1990) a �et�e de modi�er les possibilit�es de di�usion au voisinage
des bords. Cela a conduit �a des �equations non-lin�eaires du type :

= div ( ( ) )

o�u est une notation abr�eg�ee pour , est une fonction 0 d�ecroissante t.q. ( ) 0.

De telles EDP paraboliques non lin�eaires sont di�ciles �a int�egrer num�eriquement car elles
comportent des ph�enom�enes de di�usion inverse et de d�econvolution qui les rendent instables.
Si l’on veut �eviter toute di�usion des bords, on peut consid�erer avec P-L. Lions, J-M. Morel et

L. Alvarez, l’�equation de di�usion:
=

o�u est une coordonn�ee normale au gradient, i.e. tangente �a la ligne de niveau au point consid�er�e.
Cette �equation s’�ecrit:

= div = �
( )

o�u est le Hessien de . Elle est uniform�ement parabolique le long des courbes de niveau mais
totalement d�eg�en�er�ee dans la direction du gradient. Elle fait �evoluer les lignes de niveau – et donc
en particulier les bords – comme des fronts avec une vitesse normale �egale �a leur courbure.
En consid�erant les lignes de niveau des fonctions ( ) on obtient des �evolutions de courbes

planes qui se propagent comme des fronts conform�ement �a une loi du type = ( ) o�u
est un point de , la normale (externe) en �a et la courbure de en . Les cas les

plus �etudi�es sont:
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En fait, la th�eorie vient de Richard Hamilton qui cherchait �a r�esoudre des probl�emes de Relativit�e g�en�erale.
En utilisant l’�equation de la chaleur, il a montr�e que si est une 3-vari�et�e riemannienne compacte avec courbure
de Ricci 0 , alors admet une m�etrique riemannienne �a courbure 0 . Or, ces derni�eres sont
classi��ees. Il cherchait �egalement �a engendrer des �a partir de courbes ferm�ees quelconques. (Cf.
Bourguignon [1985]).

(i) celui de la propagation �a vitesse constante:

= =

(mod�eles de propagation d’ondes de type “grass�re” engendrant le cut-locus de la courbe), et

(ii) celui de la propagation �a une vitesse proportionnelle �a la courbure ( est l’abscisse curviligne
de la courbe):

= = +

Stanley Osher et James Sethian (1988) ont �egalement �etudi�e les cas interm�ediaires o�u ( ) =
1 . La courbure satisfait alors une �equation de r�eaction-di�usion du type:

= +

Sous les titres de “curve shortening”, “
ow by curvature” ou “heat 
ow on isometric immer-
sions”, le cas (ii) a �et�e particuli�erement investigu�e par des g�eom�etres comme M. Gage, R. Hamilton
(1986), M. Grayson (1987), S. Osher (1988), J. Sethian (1990), L.C. Evans et J. Spruck (1991). Si
: est l’immersion isom�etrique d�e�nissant , comme on a � = , l’�equation de

di�usion = est en fait l’�equation de la chaleur (pour les immersions) = � . Dans
l’espace fonctionnel des immersions : , cette �equation d�e�nit le champ de gradient de
la fonction de Morse donnant la longueur de la courbe image = ( ).
Un th�eor�eme fondamental de “curve shortening” dû �a M. Gage et R. Hamilton (1985) et

g�en�eralis�e par Matthew Grayson (1987) dit que si est une courbe plong�ee (même tr�es sinueuse),
alors l’�equation de la chaleur la contracte sur un point, devenant asymptotiquement un cercle
(convergence pour la norme ). En particulier devient convexe de pouvoir d�evelopper
des singularit�es.
Jean-Michel Morel et ses coll�egues (Alvarez . 1992) ont introduit un lissage gaussien

suppl�ementaire dans ces EDP de fa�con �a contrôler la vitesse de di�usion en la couplant �a la
g�eom�etrie de l’image. L’�equation de base devient alors:

= ( ) div

o�u est un noyau gaussien et ( ) une fonction d�ecroissante telle que ( ) 0. Ils ont �egalement

montr�e que si l’on impose une contrainte d’invariance a�ne (au lieu de l’invariance euclidienne),
l’EDP devient du type :

= div

On peut g�en�eraliser ces �equations dans les espaces de jets de fa�con �a am�eliorer l’analyse mor-
phologique de l’image. Par exemple les “crêtes” d’une forme – qui fournissent une “squel�etisation”
essentielle �a son analyse morphologique – peuvent être extraites du signal en tant que des disconti-
nuit�es de la du gradient qui sont pr�eserv�ees de la di�usion. La squel�etisation d’une forme
est tr�es importante pour son analyse automatique en constituants. On l’obtient plus naturellement
en utilisant d’autres EDP lin�eaires qui sont des �equations de propagation de fronts
d’ondes : th�eorie du comme lieu singulier de la propagation. Le cut locus est une 1-vari�et�e
poss�edant comme singularit�es g�en�eriques des points triples et des points d’arrêt et ces singularit�es
typiques d�etectables fournissent une d�ecomposition automatique imm�ediate de la forme
en parties.
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2.3. Modeles variationnels de segmentation.
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Bayesian rationale for the variational formulation

splitting merging

u I

Une autre fa�con de voir les probl�emes d’ana-
lyse g�eom�etrique de bas niveau des images est de chercher directement des mod�eles de segmentation
partitionnant l’image ( ) d�e�nie sur un domaine en domaines homog�enes d�elimit�es par des
bords nets (discontinuit�es qualitatives).
Plus d’un millier d’algorithmes de segmentation ont d�ej�a �et�e propos�es par les sp�ecialistes.

Le probl�eme principal est que les r�egions 2D et les bords 1D sont des entit�es g�eom�etriques de
dimensions di��erentes qui sont en comp�etition et int�eragissent tr�es subtilement. En fait, derri�ere
cette prolif�eration de mod�eles il y a une grande unit�e. D’une fa�con ou d’une autre, comme l’a
not�e Jean-Michel Morel, ils minimisent tous une “ ” de segmentation. Le plus connu de ces
mod�eles variationnels est celui dit de (David Mumford est une M�edaille Fields en
G�eom�etrie alg�ebrique qui est devenu un sp�ecialiste de la vision).
Dans un article de synth�ese “ ”, Mumford

explique que

“one of the primary goals of low-level vision is to segment the domain of an image
into the parts on which distinct surface patches, belonging to distinct objects in
the scene, are visible”

et que l’approche math�ematique de base �a ce probl�eme de segmentation consiste �a utiliser les
di��erentes sources d’information de bas niveau

“for and di�erent parts of the domain ”

de fa�con optimale. Il propose comme approche variationnelle la minimisation d’une fonctionnelle
“�energie” ( ) o�u est une segmentation de partitionnant en domaines ouverts (les
composantes connexes de ) et une approximation de qui est r�eguli�ere sur les tout
en pouvant pr�esenter des discontinuit�es le long de . Ce mod�ele peut être interpr�et�e comme un
mod�ele probabiliste �a partir de l’�equivalence ( ) = log ( ( )), �etant une probabilit�e
d�e�nie sur l’espace des segmentations ( ) possibles.
On impose a priori que approxime correctement , varie le moins possible dans les zones

homog�enes et que le bord ne soit pas trop compliqu�e et irr�egulier. On obtient ainsi le
mod�ele :

( ) = + ( ) +

En fait comme on ne doit pas faire d’hypoth�eses a priori sur la r�egularit�e des bords , le
3�eme terme est donn�e par ( ) o�u est la mesure de au sens de Hausdor�. On peut le
rendre multi-�echelle en introduisant di��erents poids pour les di��erents termes et en particulier un
coe�cient pour le 3�eme terme. Si est petit on obtient une segmentation “�ne grained” et si
est grand une segmentation au contraire “coarse grained”.
La minimisation de est un compromis entre :

(i) l’homog�en�e�it�e des composantes connexes de : si = constante alors = 0 et

= 0; la minimisation du premier terme force donc �a être la plus constante
possible sur les domaines ;

(ii) l’approximation de par : si = alors ( ) = 0; la minimisation du deuxi�eme
terme force donc �a rester proche de ;

(iii) la parsimonie et la r�egularit�e des bords : ils sont mesur�es par la longueur globale de ,
= ; la minimisation du troisi�eme terme force donc les bords �a être peu nombreux et
le plus r�eguliers possible.
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Un tel algorithme optimise la fa�con dont on peut fusionner des pixels voisins en domaines
homog�enes s�epar�es par des discontinuit�es qualitatives. Il fournit donc une approche variationnelle
du probl�eme de la segmentation. Il est extrêmement di�cile �a r�esoudre et de nombreux travaux lui
sont actuellement consacr�es par l’�ecole de De Giorgi (Ambrosio, Del Maso, Solimini), Jean-Michel
Morel, Alexis Bonnet et Guy David.
Dans le cas le plus simple o�u les approximantes sont localement constantes ( = 0) est

alors enti�erement d�etermin�ee par car sur les composantes de , est tout simplement
�egale �a la moyenne de . Comme = 0, la fonctionnelle de Mumford-Shah devient (� = moyenne
de sur ) :

( ) = (� ) + ( )

Dans ce cas, Mumford a donn�e lui-même la r�eponse : les minima de ( ) existent et sont
atteint pour un qui est par morceaux, dont la courbure est born�ee par 8 ( ) et poss�ede
comme uniques points singuliers des points triples �a 120 et des points bord �a 90 sur . Cela est
facile �a voir. Supposons que l’on ait d�emontr�e qu’un morceau de est r�egulier et param�etrons-le
par = ( ) o�u est la longueur d’arc. Comme la longueur de l’arc = ( ) ( ) est 2 , on
a �evidemment ( ) ( ) = 2( ) 2 avec �egalit�e pour le segment de droite . Si on
remplace l’arc par le segment on obtient une variation d’�energie

� = +� ( )

Mais si osc( ) = Max min est l’oscillation de dans le rectangle centr�e sur (0) de longueur
2 et de largeur 2 ( ) , on a :

� ( ) 2 2 osc( )

Mais comme la segmentation par est suppos�ee optimale, on doit avoir � 0. D’o�u l’in�egalit�e

8 qui implique celle sur la coubure.
La conjecture de Mumford est que dans le cas g�en�eral il en va de même mais qu’il peut exister

aussi des singularit�es de type “end point” (appel�ees cracktips ou extr�emit�es de faille en r�ef�erence
�a des mod�eles physiques) qui sont des points de terminaison avec un mod�ele local en coordonn�ees
polaires

( ) =
2
sin
2
+

Pour la d�emonstration dans le cas de la fonctionnelle g�en�erale ( ), la situation est beaucoup
plus compliqu�ee. Le probl�eme principal est celui de la r�egularit�e des bords et de la nature de leurs
composantes connexes. Donnons �a titre d’exemple quelques pr�ecisions.
On a d’abord d�emontr�e que est ferm�e et r�egulier au sens de Ahlfors : il existe des constantes
et ind�ependante de telles que pour tout et tout disque ( ) de centre et de
rayon , on ait ( ( )) . ne peut donc pas être fractal.
Ensuite David et Semmes ont montr�e une propri�et�e de recti�abilit�e uniforme : pour tout 0 il

existe 0 tel que soit inclus dans une courbe r�eguli�ere �a pr�es (i.e. ( ) ( ))
telle que ( ) . David a montr�e que les points de sont au sens o�u,
localement dans un disque ( ) assez petit, est une courbe traversant ( ).
Ensuite Alexis Bonnet a d�emontr�e la conjecture de Mumford pour les composantes connexes

isol�ees de . La m�ethode utilis�ee est une m�ethode de “blow-up” ou de zoom qui consiste, si ( )
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est un minimum de et �a zoomer sur et �a consid�erer la situation en quelque sorte
“tangente” d�e�nie par la fonctionnelle :

= + ( )

Comme on zoome sur pour �etudier la r�egularit�e de , on consid�ere des disques ( ) avec
0. Mais le terme de surface ( ) est en et le terme de longueur en . Quant au

terme de gradient , s’il d�ecroit plus vite que alors est r�egulier en et le probl�eme
est r�esolu. On peut donc consid�erer que l’on est dans le cas o�u le terme de surface ( )
est n�egligeable.
En fait, pour que les r�esultats aient un sens il faut la fonctionnelle �a des disques
= (0 ) et �a des ( ) tels que ( ) pour tout 0. On se restreint alors �a des

comp�etiteurs ( ) qui ont la propri�et�e que ( ) = ( ) �a l’ext�erieur de et que si sont
s�epar�es par �a l’ext�erieur de alors ils sont aussi s�epar�es par . On d�e�nit ainsi le concept de

.
Bonnet a montr�e que si ( ) est un minimiseur pour la fonctionnelle de Mumford-Shah alors

toutes ses limites par blow-up sont des minimiseurs globaux de en ce sens. Le th�eor�eme de
Bonnet dit alors que si est et si l’on se restreint aux perturbations pr�eservant cette
connexit�e, et si ( ) est un minimiseur global de alors il y a quatre cas possibles :

(i) est vide et est constante ;

(ii) est une droite et est constante de part et d’autre de ;

(iii) est un point triple sym�etrique (�a angles de 120 ) et est constante dans chaque secteur ;

(iv) est une demi-droite et est un cracktip.

R�ecemment Alexis Bonnet et Guy David ont montr�e que les cracktips sont des minimiseurs
globaux. Ils raisonnent par l’absurde. Soit ( ) un cracktip et ( ) un comp�etiteur voisin
de ( ) am�eliorant la fonctionnelle . ne peut pas être connexe car sinon, d’apr�es le th�eor�eme

de Bonnet, ce serait un cracktip. Comme minimise localement, est dans

et satisfait la condition de von Neumann = 0 sur . poss�ede un conjugu�e harmonique
tel que la fonction d’une variable complexe = + soit holomorphe dans (o�u = ).
On montre ensuite que a une extension �a qui est constante sur chaque composante

connexe de (car l�a o�u est , la d�eriv�ee tangentielle s’annule puisque = = 0). Comme
on montre facilement qu’en tout point r�egulier de le saut de en est = 0 on en conclut
aussitôt que est et qu’il n’existe donc pas de composante born�ee, car sinon il su�rait
d’ajouter une constante bien choisie �a sur cette composante pour annuler l’un des sauts (ce qui
ne change rien au fait que ( ) soit un minimiseur global).
On �etudie alors les lignes de niveau  de (on suppose ( ) = 0 sur la composante non

born�ee de ).  est non vide pour 0 et est une courbe de Jordan recti�able allant �a l’in�ni
pour presque tout 0. est strictement monotone sur ces courbes de Jordan. Si n’a qu’un
nombre d�enombrable de composantes connexes on montre que les  ne rencontrant pas sont
les lignes de niveau de comme fonction harmonique sur .  est compos�e d’un ensemble
�ni d’arcs analytiques connectant des points critiques de (qui sont des z�eros de et sont donc
isol�es). Comme  n’a pas de lacets, c’est donc un ensemble d’arbres. Comme ( ) est voisin
de ( ) �a l’in�ni, il ne peut y avoir qu’au plus 2 branches allant �a l’in�ni. Cela implique que
si  est non vide,  est une courbe de Jordan allant �a l’in�ni. est strictement monotone sur
 car il n’y a pas de point critique sur  et = ne peut pas changer de signe sur  .
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2.4. Liens entre les modeles variationnels et les modeles de di usion.
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La di�cult�e de la d�emonstration g�en�erale vient du fait que peut contenir un ensemble non
d�enombrable de points de tels que soit la composante de dans . A priori pourrait
rencontrer de nombreux  .
Cette �etude des lignes de niveau  de permet de montrer que lorsque l’on tourne autour

d’une composante connexe born�ee de alors (aux points r�eguliers) crô	t strictement puis
d�ecrô	t strictement. Soit alors la limite inf de sur et soit � = ( ) .
On montre que � et � sont connexes. On montre ensuite que les points de � sont soit
r�eguliers, soit des points triples. Soit alors � . Comme n’est pas connexe, on peut
choisir dans une composante connexe qui n’est pas la composante non born�ee . n’est
pas r�eduite �a un point puisque est soit un point r�egulier soit un point triple. Soit :
un tour de . se d�ecompose en 2 intervalles et o�u les valeurs de sont respectivement
croissantes et d�ecroissantes. On a ( ) � sur car = 0. Donc ( ) n’est
constitu�e que de points r�eguliers ou de points triples (en nombre �ni car ils sont isol�es et
est compacte). Donc ( ) est compos�e d’un nombre �ni d’arcs reliant des points triples. Si

( ), il n’y a qu’un des secteurs d’acc�es �a qui est dans � . Soit ( ) la valeur limite de en
�a partir de � et ( ) celle correspondant �a l’autre acc�es si est un point r�egulier (et on note
alors le point consid�er�e en tant que point de ( )) et , celles correspondant aux deux
autres acc�es si est un point triple.
On obtient alors une contradiction en analysant le comportement de et de . Soit

l’extr�emit�e initiale de ( ). Comme crô	t sur ( ) et d�ecrô	t sur ( ), ( ) est l’inf de
sur . Donc ( ) ( ). Soit le premier point triple de ( ) alors ( ) ( ). Mais
( ) ( ). En continuant ce raisonnement on montre que sur ( ). Mais c’est
impossible car ( ) ( ) �a l’extr�emit�e �nale de ( ).

Il existe un lien
fondamental entre ces mod�eles variationnels de segmentation et les EDP de di�usion. On sait que
l’�equation de la chaleur est la descente de gradient associ�ee �a l’�energie :

( ) =
1

2

autrement dit au premier terme du mod�ele de Mumford. En e�et on calcule facilement �a l’aide du
th�eor�eme de Stokes la d�eriv�ee fonctionnelle = d�e�nie par

( + ) = ( ) + ( ) ( )

On trouve :

= = �

Comme la descente de gradient associ�ee �a est donn�ee par l’EDP = , on retrouve bien

l’�equation de la chaleur = � . L’�equation de di�usion non lin�eaire de Malik et Perona =

div ( ( ) ) est la descente de gradient associ�ee �a l’�energie ( ) = ˜ avec

˜( ) = ( ) et ˜( ) = ˜( ) . Le cas particulier ( ) = correspond �a l’EDP = div

qui est aussi un cas particulier de l’�equation g�en�eralis�ee de Morel. C’est la descente de gradient
associ�ee �a l’�energie :

( ) =

Le mod�ele de Mumford-Shah correspond aussi �a une descente de gradient mais avec des dis-
continuit�es des approximantes le long de . On a = � (partie di�usive) sur avec
= pour = 0, mais on a aussi

=
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Hypercolonnes corticales d’orientation, champ d’association, integration des
contours et structures de contact

3.1. La structure hypercolomnaire de l’aire V1.

Dans la mod�elisation g�eom�etrique des architectures fonctionnelles, on se heurte �a un con�it de lexiques dans la
mesure o�u certains termes comme “�bre”, “projection”, “connexion”, etc. sont employ�es dans des sens tr�es di��erents
par les math�ematiciens et les neurophysiologistes. Pour qu’il n’y ait pas d’ambigu��t�e nous faisons pr�ec�eder les termes
pris dans leur sens g�eom�etrique du pr�e�xe .
Voir par exemple Gilbert [1992], Gilbert, Wiesel [1989].

o�u est la courbure de (si est su�samment r�eguli�ere) et o�u et correspondent
aux valeurs de des deux côt�es de (en fait il faut consid�erer le gradient de au sens des
distributions).

Passons maintenant des mod�eles de bas niveau �a des mod�eles corticaux permettant de compren-
dre des op�erations de plus haut niveau, mais qui restent encore tr�es loin de mod�eles cognitifs
symboliques et inf�erentiels.

Nous prendrons comme exemple la fa�con
dont les contours sont int�egr�es dans la premi�ere aire du cortex visuel primaire, l’aire 1. Les
�etudes neurophysiologiques ont permis de distinguer trois types de structures de 1, respectivement
laminaire, r�etinotopique et (hyper)columnaire.

(i) La structure laminaire (d’�epaisseur environ 1 8 mm) est constitu�ee de 6 couches “horizon-
tales” (i.e. parall�eles �a la surface du cortex), la plus importante pour notre propos �etant la
couche 4.

(ii) La r�etinotopie signi�e qu’il existe des mappings de la r�etine sur des couches corticales, ap-
plications pr�eservant la topographie r�etinienne. Un exemple typique en est la repr�esentation
conforme logarithmique existant entre la r�etine et la sous-couche 4 (sous-couche de la couche
4 o�u se projettent majoritairement les �bres issues du corps genouill�e lat�eral).

(iii) La structure colomnaire et hypercolomnaire est la grande d�ecouverte des prix Nobel Hubel
et Wiesel au d�ebut des ann�ees 60. Il existe dans l’aire 1 des neurones sensibles �a l’orien-
tation, �a la dominance occulaire et �a la couleur. Ce sont les premiers (dont le RP est en

d�eriv�ee troisi�eme de gaussienne ) qui nous int�eressent ici. Ils d�etectent des couples ( )
d’une position r�etinienne et d’une orientation en . Par des m�ethodes d’enregistrement
de r�eponse �a des stimuli appropri�es (barres orient�ees traversant le RF des neurones), on a
pu montrer que, perpendiculairement �a la surface du cortex, la position r�etinienne et l’ori-
entation pr�ef�erentielle restent �a peu pr�es constantes. Cette redondance “verticale” d�e�nit
les . En revanche, parall�element �a la surface du cortex, l’orientation
pr�ef�erentielle varie de 0 �a 180 par pas d’environ 10 tous les 50 100 . Ce regroupement
“horizontal” de colonnes d�e�nit une qui est un module neuronal
d’environ 500 -1 mm.

�A travers cette architecture fonctionnelle, �a chaque position r�etinienne se trouve associ�e de
fa�con r�etinotopique un exemplaire (discr�etis�e) de l’espace des directions du plan, i. e. de la droite
projective . Il existe par cons�equent une impl�ementation neuronale de la -�bration (triviale):
: ayant pour base l’espace r�etinien et pour -�bre . L’ensemble des

“projections” (au sens neurophysiologique) ascendantes ( ) des voies r�etino-g�eniculo-
corticales impl�emente la -projection . Cette �bration est attest�ee par un nombre consid�erable
de r�esultats depuis les travaux pionniers de Hubel, Wiesel et Mountcastle, entre autres par ceux
de Charles Gilbert. Mais une telle structure purement “verticale” ne su�t pas. Pour qu’il y ait
coh�erence globale, il faut pouvoir entre elles des -�bres r�etinotopiquement voisines. Cela
se trouve r�ealis�e �a travers ce que les neurophysiologistes appellent les connexions “horizontales”
cortico-corticales.
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3.2. Le concept de champ d’association et l’integration des contours.

longue port�ee même

pour le syst�eme lui-même

adaptatifs

g

points singuliers

structure de contact g

Cf. par ex. Ts’o, Gilbert, Wiesel [1986].
Fr�egnac et al. [1996].
Cf. par exemple Bonhoe�er, Grinvald [1991].
La notation symbolise la relation de parall�elisme.

Ces connexions sont �a (jusqu’�a 6-8 mm) et relient des cellules de orientation
dans des hypercolonnes �eloign�ees. Pour les d�etecter,

(i) on mesure les corr�elations entre cellules appartenant �a des hypercolonnes di��erentes;

(ii) on compare les orientations des cellules rencontr�ees lors d’une p�en�etration corticale avec celle
d’une même cellule de r�ef�erence;

(iii) en �etablissant des cross-corr�elogrammes, on constate alors que les cellules d’orientations
voisines sont fortement corr�el�ees (existence d’un pic dans le corr�elogramme) et seulement
elles.

On trouve souvent a�rm�e dans la litt�erature neurophysiologique que les connexions horizon-
tales cortico-corticales “violent la r�etinotopie”. Mais en fait elles la con�rment. En e�et, elles
garantissent sa coh�erence �a grande �echelle. Au-del�a de deux hypercolonnes (environ 1 5 mm) les
champs r�ecepteurs deviennent disjoints. Or les connexions horizontales peuvent mesurer jusqu’�a
6-8 mm. Sans elles, des hypercolonnes voisines deviendraient ind�ependantes ce qui ferait perdre
tout sens �a la r�etinotopie car elle n’existerait plus que pour l’observateur externe et n’aurait plus
aucune r�ealit�e .
Les connexions horizontales cortico-corticales ainsi que les projections descendantes (top down)

de 1 vers le CGL (corps genouill�e lat�eral) participent grandement �a rendre l’architecture fonction-
nelle des RFs de 1 
exible et plastique. Les RFs sont , leurs r�eponses �etant modul�ees par
le stimuli. Yves Fr�egnac et Jean Lorenceau ont montr�e que les RFs sont des champs dynamiques
d’int�egration plus compliqu�es que le champ de d�echarge minimal. Ce sont des

“actives �lters which may continuously adapt and be updated as a function of global
context and past experience”.

On remarquera que la -�bration : est intrins�equement de dimension 3 alors que
les couches corticales sont intrins�equement de dimension 2. Il y a donc un probl�eme “d’�ecrasement”
dimensionnel. Le syst�eme visuel le r�esout �a travers une fascinante structure en “pinwheels”, �etudi�ee
entre autres par Blasdel et Grinvald. Dans la sous-couche 4 il existe un r�eseau r�etinotopique
discr�etis�e. �A chaque point de ce r�eseau est associ�ee, dans d’autres sous-couches de la couche 4, une
“roue” dont les rayons impl�ementent la droite projective . Les “centres” de ces roues (i.e. les
points du r�eseau r�etinotopique de 4 ) fonctionnent comme des . En injectant une
substance 
uorescente appropri�ee qui s’accumule dans les neurones actifs, en stimulant la r�etine
par des stimuli ( ), puis en d�epliant et en �etalant ensuite les couches on peut faire apparâ	tre les
lignes d’iso-orientation. On remarque alors que ces lignes joignent entre eux des points singuliers.
Deux points singuliers sont reli�es par un faisceau de lignes d’iso-orientation correspondant �a un
�ecart angulaire � . Il existe donc des angles critiques pour lesquels les lignes d’iso-orientation
issues d’un point singulier source bifurquent d’un point singulier but �a un autre. L’orientation
locale ( ) se trouve connect�ee par les connexions horizontales cortico-corticales aux points
voisins de tels que la direction soit voisine de . Autrement dit, les connexions horizontales
joignent des couples ( ), ( ) tels que dir( ). Comme nous allons le voir, cela
signi�e que la naturelle de la -�bration : est neuralement
impl�ement�ee.

Venons en main-
tenant au champ d’association qui constitue, selon nous, l’une des grandes avanc�ees r�ecentes dans la
compr�ehension des m�ecanismes corticaux d’int�egration des contours. Les psychophysiciens David
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Field, Anthony Hayes et Robert Hess (1993) ont mis au point un protocole exp�erimental original.Il
consiste �a pr�esenter bri�evement (pendant environ une seconde) �a des sujets une grille compos�ee de
256 �el�ements orient�es ( ).
Dans certains cas, la grille contient des �el�ements dont les centres sont align�es le long d’un

chemin lisse , les autres �el�ements �etant orient�es al�eatoirement. Dans d’autres cas, tous les �el�ements
sont orient�es au hasard. La tâche consiste pour le sujet �a d�eterminer s’il d�etecte ou non l’alignement
dans la grille pr�esent�ee (m�ethode du choix forc�e entre deux alternatives). Les r�esultats obtenus
r�ev�elent que les sujets per�coivent bien l’alignement si les �el�ements sont align�es
�a et si la variation de la pente (autrement dit la courbure) entre deux �el�ements cons�ecutifs
n’est pas trop grande. Il s’agit l�a d’un ph�enom�ene de (de saillance perceptive) tout �a fait
caract�eristique.
Un point essentiel est que les �el�ements de la grille sont trop �eloign�es les uns des autres pour

appartenir �a un même champ r�ecepteur dans 1. Or, spontan�ement, les sujets e�ectuent pourtant
leur regroupement. Un m�ecanisme automatique mettant en relation plusieurs champs r�ecepteurs
doit par cons�equent op�erer. Il s’agit d’une . Comme l’expliquent les
auteurs :

“The points along the length of a curved edge can be linked together according to
a set of local rules that allow the edge to be seen as a whole, even though di�erent
components of the edge are detected by independent mechanisms.” (p. 174)

Le fait que ce ph�enom�ene de grouping soit local et non pas global est tout �a fait essentiel :

“In our stimuli, there does not exist any “global” feature that allows the path to be
segregated from the background. It is not possible to segregate the path by �ltering
along any particular dimension. Our results imply that the path segregation is based
on local processes wich group features locally.” (p. 191)

La mesure des variations du taux de d�etection en fonction des positions spatiales et des ori-
entations relatives des �el�ements formant le contour a permis �a Field, Hayes et Hess de conclure
que la tendance des �el�ements �a être per�cus comme align�es d�ecoule de l’existence, autour de chaque
�el�ement, d’une r�egion dans laquelle d’autres �el�ements tendent �a être per�cus comme group�es. Cette
r�egion, baptis�ee est d�e�nie

. Les �el�ements sont des couples ( ) = (position, direction). Deux �el�ements ( ) et
( ) sont connectables si on peut interpoler entre les positions et une courbe r�eguli�ere et
de faible courbure tangente en et �a et . Sinon les deux �el�ements ne sont pas connectables.
Field, Hayes et Hess ont remarquablement interpr�et�e la nature g�eom�etrique profonde du champ

d’association. D’abord, l’association n’est pas simplement

“a general spread of activation, linking together all types of features within the �eld.” (p.
185)

Elle manifeste une corr�elation entre position et orientation :

“Elements are associated according to .” (p.
187, nous soulignons)

Il s’agit l�a du point essentiel. Le ph�enom�ene de pop-out perceptif r�esulte du fait que les �el�ements
sont align�es :

“There is a between the relative positions of the elements and their relative
orientations. (...)
; a passing through the long axis can be drawn between any two

successive elements.” (p. 181)
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3.3. L’implementation neuronale de la structure de contact.

3.4. Structures de contact et vision.
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Ces exp�eriences de psycho-
physique montrent que la canoniquement associ�ee �a la -�bration :
se trouve neuralement impl�ement�ee. En g�eom�etrie symplectique les couples ( ) s’appellent

les de la �bration. est en fait intimement li�ee �a l’espace des 1-jets .
Si est une courbe de d’�equation locale = ( ), le jet d’ordre 1 de au point = ( ),
not�e ( ), est caract�eris�e par la donn�ee de l’abscisse du point consid�er�e, de la valeur de la
fonction en ce point = ( ), et de la valeur de sa d�eriv�ee = ( ). Ce dernier nombre est la
pente de la droite tangente au graphe de en = ( ( )). Cette droite est un �el�ement de contact
de en . Inversement, �a tout �el�ement de contact ( ) de en un point , on peut associer
l’ensemble des fonctions dont le graphe est tangent �a l’�el�ement en ce point, c’est-�a-dire un 1-jet.
Les espaces de jets sont fondamentaux car ils ram�enent des calculs locaux (in�nit�esimaux) �a

des calculs ponctuels. La contrepartie de ce b�en�e�ce est l’augmentation de la dimension (i.e. du
nombre des variables) : au lieu de consid�erer le plan muni de coordonn�ees ( ), et de calculer
= , on se place dans l’espace �a dimensions de coordonn�ees (locales) ( ) sur

lequel on impose la relation = (l’id�ee remonte en fait �a Hamilton, le fondateur de la g�eom�etrie
symplectique).
La structure de contact de est d�e�nie de la fa�con suivante. Soit une courbe trac�ee

dans . Consid�erons l’application : qui associe �a tout point de le 1-jet ( ) de
en ce point. L’image, que nous noterons encore , de cette application est une courbe gauche
de . Elle est la “relev�ee” – dite – de dans . se d�eduit de par la
projection structurale de sur . On retrouve ainsi la courbe �a partir de l’ensemble de
ses 1-jets, c’est-�a-dire comme .
Dans l’espace , la courbe est repr�esent�ee par , de telle sorte que la direction de la

tangente �a la courbe, information locale dans , devient dans l’espace des jets une information
.

Etant donn�ee cette architecture fonctionnelle mod�elis�ee par la -�bration : , il
devient n�ecessaire de pouvoir distinguer, parmi toutes les courbes gauches trac�ees dans l’espace
3-dimensionnel , celles, legendriennes, qui rel�event des courbes dans la base , de celles qui
ne sont pas de tels rel�evements. En e�et, toutes les sous-vari�et�es de dimension 1 de ne sont
�evidemment pas, même localement, de la forme : une courbe de localement d�e�nie par
des �equations = ( ), = ( ) ne sera de la forme ( ) = ( ) . Cette contrainte
s’appelle une . Elle peut s’exprimer techniquement de la fa�con suivante.
Dans le �br�e tangent �a l’espace des 1-jets (�br�e qui est une vari�et�e de dimension

6), les coordonn�ees d’un vecteur tangent en = ( ) sont = ( ; 1 ). Mais si
= , on a alors = ( ; 1 ). On constate (c’est la remarque fondamentale) que la forme

tr�es particuli�ere de ce vecteur fait qu’il annule la 1 -forme di��erentielle = sur .
appartient donc �a un plan tangent en �a , le noyau de la 1 -forme .
Bref, les tangentes aux courbes de qui sont des relev�ees legendriennes (i.e. de la forme
) appartiennent au champ de plans : . Les plans sont appel�es .

Leur champ est appel�e sur et la 1-forme di��erentielle dont il est le
noyau est appel�ee . Puisque les courbes de la forme sont tangentes en tout
point �a ce champ de plans, on dit que ce sont de la structure de contact.

Jusqu’�a pr�esent pratiquement aucun sp�ecialiste de la
vision n’a �evoqu�e les liens frappants existant entre les hypercolonnes d’orientation du cortex visuel
et les notions g�eom�etriques de �bration, d’espace de jets et de structure de contact. Signalons
toutefois deux exceptions notables, celles de Jan Koenderink et de William Ho�man.
Jan Koenderink (Koenderink, Van Doorn 1987) a beaucoup insist�e sur l’importance du concept

de jet pour les th�eories de la vision. Sans jets, il est tr�es di�cile de comprendre comment le syst�eme
visuel pourrait extraire des traits g�eom�etriques comme la courbure d’une courbe. En e�et,

“geometrical features [are] objects, i.e. in order to compute boundary cur-
vature the [visual] processor would have to look at di�erent positions simultaneously,
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whereas in the case of [...] jets it could establish a format that provides the information
by addressing a . Routines accessing a single location may aptly be called

, those accessing multiple locations . The di�erence is
crucial in the sense that point processors need no geometrical expertise at all, whereas
array processors do (e.g. they have to know the environment or neighbours of a given
location)”. (p. 370)

C’est bien le point central. Les neurones sont des processus ponctuels (�a l’�echelle d�e�nie par
la taille de leurs RFs) et ne peuvent que mesurer une grandeur en un point. Pour faire de la
g�eom�etrie di��erentielle avec des processeurs ponctuels et non pas locaux, il faut ajouter des vari-
ables suppl�ementaires �evaluant des d�eriv�ees partielles de degr�e appropri�e.
Koenderink insiste sur le fait que les (hyper)colonnes impl�ementent neurobiologiquement des

espaces de jets :

“The modules (like “cortical columns“ in the physiological domain) of the sensorium
are local approximations ( ) of the retinal illuminance that can be adressed
as a by the point processors.” (p. 374)

William Ho�man a quant �a lui �et�e l’un des pionniers de l’application de la g�eom�etrie di��erentielle
et de la th�eorie des groupes de Lie �a la vision. En particulier dans son important article de
1989 “The visual cortex is a contact bundle” il formule explicitement l’id�ee que les contours
sont des rel�evements de discontinuit�es du stimulus r�etinien dans un �br�e de contact r�etinotopique
impl�ement�e dans les hypercolonnes corticales. Selon lui, ce que les neurobiologistes appellent des
“projections” r�etine cortex sont en fait de tels “path liftings”:

“A path on one manifold [the retina] is “lifted” via a �bering to another manifold [the
cortex] in a coherent fashion.” (p. 145)

Dans un autre travail Ho�man (1985) �evoque aussi le concept de �bration et conclut :

“Fibrations (...) are certainly present and operative in the posterior perceptual system
if one takes account of the presence of “orientation” micro-response �elds and the
columnar arrangement of cortex.” (p. 645)

Nous avons montr�e dans Petitot-Tondut (1999) que le champ d’association peut être interpr�et�e
comme une discr�etisation de la structure de contact sur le �br�e des �el�ements de contact.
D’abord ce que Field, Hayes et Hess appellent les “joints constraints” ou le “unique link” entre

les positions relatives et les orientations relatives des �el�ements ( ) correspond tr�es pr�ecis�ement
�a la contrainte de rel�evement = ( ) (o�u = ( ) est une �equation locale du lieu des centres
des �el�ements (position) et est l’orientation des �el�ements).
Ensuite la condition sur l’angle de variation de la pente entre deux �el�ements cons�ecutifs cor-

respond �a la discr�etisation de cette contrainte. Soient � le pas de discr�etisation pour les posi-
tions et � le pas de discr�etis�etion pour les orientations. Si et sont les positions de deux
�el�ements cons�ecutifs, et leurs orientations respectives et la pente du segment , la ver-
sion discr�etis�ee (et sym�etris�ee) de la contrainte = ( ) r�ealisant le “locking” position-orientation
est :

+ 2�

On voit que lorsqu’on discr�etise �a une �echelle donn�ee l’�equation d�e�nissant la structure de
contact, il en r�esulte tout naturellement une contrainte sur la locale admissible. En
cons�equence, deux �el�ements cons�ecutifs le long d’un chemin discr�etis�e devront avoir des orientations
proches. Cela explique l’exp�erience de Field, Hayes et Hess. Il est aussi tr�es facile d’expliquer au
moyen de la structure de contact les autres exp�eriences. Elles correspondent �a des situations o�u la
condition d’int�egrabilit�e = satisfaite, par exemple parce que est constant alors que
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3.5. Contours illusoires et structure de contact.

3.6. Coherence et binding.

Reseaux de neurones, categorisation et apprentissage

ne l’est pas, ou parce que “tourne“ plus vite que . Dans tous ces cas, le fait que la courbe
ne soit pas une relev�ee legendrienne se manifeste psychophysiquement par l’absence de pop-out
perceptif des chemins.
Jean Lorenceau a donn�e une con�rmation tout �a fait spectaculaire du lien entre les man-

ifestations psychophysiques du champ d’association et les connexions cortico-corticales qui les
impl�ementent neurophysiologiquement. Il a utilis�e pour ce faire une technique de mouvement
apparent de s�equences rapides d’�el�ements orient�es. Cette vitesse apparente est plus rapide (sures-
tim�ee) lorsque les �el�ements sont align�es et satisfont la condition d’int�egrabilit�e, i.e. lorsque se sont
mis en phase le 
ux des stimuli r�etiniens et le 
ux des activit�es corticales. Elle est en revanche
plus lente (sous estim�ee) lorsque le mouvement apparent se fait dans une direction orthogonale �a
celle des �el�ements. Qui plus est, dans le premier cas, l’augmentation de vitesse mesur�ee par des
m�ethodes est la même que la vitesse de propagation de l’activation horizontale
dans les connexions cortico-corticales mesur�ee (de l’ordre de 0 2 m/s). Ce
r�esultat remarquable montre qu’il existe bien un e�et de facilitation et de pr�e-activation de certains
neurones �a travers les connexions horizontales.

La g�eom�etrie de contact de l’aire 1 peut
être utilis�ee pour �elaborer des mod�eles des contours “illusoires” de type Kanizsa,
contours dits modaux qui sont l’une des manifestations les plus spectaculaires des propri�et�es
gestaltistes de compl�etion de donn�ees sensorielles lacunaires.
Consid�erons deux donn�ees = ( ) et = ( ) et traitons-les comme des conditions

aux limites pour la construction d’un arc reliant �a en �etant tangent respectivement �a et
en ces deux extr�emit�es. Un tel arc consiste �a trouver dans une courbe “optimale” reliant
�a et qui soit une int�egrale de la structure de contact. D’o�u l’id�ee de mod�eles variationnels.

On trouvera dans Petitot-Tondut 1999 plusieurs mod�eles, dont celui des elastica propos�e par D.
Mumford ainsi qu’un mod�ele plus “g�eod�esique”.

En fait les ph�enom�enes de pop-out sont des ph�enom�enes de
(de binding) au sens que nous d�e�nirons plus bas. Nous arrivons ainsi �a la conclusion que la
condition d’int�egrabilit�e est d’un liage neuralement r�ealis�e
�a travers l’architecture fonctionnelle du cortex visuel primaire.

Avant que d’en venir �a ces probl�emes de liage disons quelques mots des r�eseaux de neurones.
Sous sa forme la plus simple, un r�eseau de neurones formels consiste en la donn�ee de unit�es
dont l’�etat d’activation varie dans un certain espace d’�etats . Les cas les plus utilis�es

sont = 0 1 1 1 [0 1]. Un �etat global instantan�e du r�eseau est donc d�ecrit par le vecteur
= ( ) de l’espace de con�gurations = . Les unit�es sont connect�ees entre elles par
des connexions de poids synaptique . Les d�eterminent le programme de calcul du r�eseau.
Les 0 correspondent �a des connexions excitatrices et les 0 �a des connexions inhibitrices.
On a en g�en�eral = 0.
Le r�eseau “calcule” de la fa�con suivante. Chaque neurone re�coit des signaux a��erents venant

de ses neurones pr�esynaptiques, “calcule” (i.e. change d’�etat interne en fonction d’une loi de
transition) et envoie un signal e��erent �a ses neurones postsynaptiques.
On d�e�nit en g�en�eral l’input de l’unit�e comme la somme pond�er�ee des signaux a��erents :

= , i.e. =

Les neurones sont trait�es comme des automates �a seuil dont l’�etat interne est r�egi par une loi
de transition locale du type :

( + 1) = ( ( ) ) , i.e. ( + 1) = ( ( ) )
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o�u est un seuil et une fonction gain. On a typiquement :
= fonction de Heaviside si = 0 1 ,
= fonction signe si = 1 1 ,
= sigmo�	de = 1 (1 + ) si = [0 1].

Les et les parcourent un espace de contrôle . La dynamique globale du r�eseau s’obtient
en agr�egeant les lois de transition locales et en les it�erant.
Dans la limite d’un temps continu, on obtient un grand syst�eme d’�equations di��erentielles du

type :
˙ = + ( )

Dans la limite d’un continuum spatial de neurones on obtient des �equations aux d�eriv�ees par-
tielles (sur des densit�es) du type :

( )
= ( ) + ( ( ) ( ) ( ))

Sous l’hypoth�ese d’un feed-back complet (bouclage des entr�ees sur les sorties) ce sont les �etats
asymtotiques du syst�eme – et en particulier ses attracteurs – qui sont signi�catifs. Les at-
tracteurs d�e�nissent les �etats internes du r�eseau. Le ph�enom�ene dynamique de base est la capture
asymptotique d’un �etat global instantan�e du r�eseau par un attracteur . Les r�eseaux neuro-
mim�etiques calculent donc d’une fa�con radicalement di��erente de celle d’une machine de Turing-von
Neumann. Ce sont des calculateurs dynamiques bifurquant d’attracteurs en attracteurs.
Les dynamiques que l’on peut obtenir ainsi sont en g�en�eral d’une redoutable complexit�e. Par

exemple, dans le cas (totalement irr�ealiste sur le plan neurobiologique) o�u les connexions sont
, Hop�eld a remarqu�e que, pour = 1 +1 et = fonction signe, les �equations du

r�eseau sont celles d’un syst�eme de spins en interaction. L’ �energie minimis�ee par la dynamique est
alors donn�ee par :

=
1

2
+

Dans la mesure o�u les poids synaptiques fonctionnent comme l’analogue des constantes de
couplage et o�u ils sont, de fa�con tr�es intriqu�ee, �a la fois 0 et 0, ces syst�emes – qui exempli�ent
le cas de r�eseaux de neurones formels – correspondent au cas de
syst�emes de spins, celui des verres de spins. Leur �energie pr�esente un nombre consid�erable
de minima relatifs locaux et pour acc�eder aux minima absolus globaux les m�ethodes classiques du
genre descente de gradient sont inop�erantes. Il faut utiliser des algorithmes sophistiqu�es de physique
statistique comme celui du (simulated annealing). On introduit un bruit dans le
syst�eme, i.e. une “temp�erature computationnelle” . On part d’une con�guration initiale �a
haute temp�erature (de fa�con �a avoir acc�es �a tous les bassins). On tire au hasard une con�guration
voisine . Si � 0 on e�ectue la transition. Si � 0, on e�ectue la transition avec la
probabilit�e

1

1 + exp

(cela permet de remonter les seuils). On it�ere jusqu’�a un minimum local. On baisse alors et on
recommence le processus en suivant une suite . On peut montrer que si d�ecrô	t su�samment
lentement (par exemple si lim Log = o�u est la profondeur maximale des minima

locaux non globaux) alors ce processus stochastique converge vers un minimum absolu lorsque
0. Les minima absolus sont les con�gurations sur lesquelles se concentre, lorsque 0, la

distribution de Gibbs :

( ) =
1
exp

( )
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asym�etriques

la th�ese selon laquelle les contenus mentaux sont des attracteurs de syst�emes
dynamiques impl�ement�es dans des r�eseaux de neurones

cat�egorisation

prototypes

l’apprentissage le probl�eme inverse

o�u est la fonction de partition :

= exp
( )

Lorsque les poids synaptiques deviennent , il n’existe plus de fonction �energie et la
dynamique peut devenir d’une grande complexit�e. Steve Renals et Richard Rohwer ont consid�er�e
des syst�emes :

( + 1) = ( )

o�u est la pente de la sigmo�	de. Ils en ont analys�e les spectres (les transform�ees de Fourier) :

( ) =
1

( ) exp
2

, = 0 1 2

et ont �etudi�e les bifurcations pr�esent�ees par le comportement des �etats d’activit�e lorsque varie.
Ils ont retrouv�e ainsi de nombreux sc�enarios classiques de route vers le chaos et en particulier,
pour [12 14], la route par doublement de p�eriode, i.e. la cascade sous-harmonique de Coullet-
Feigenbaum-Tresser. Ils ont trouv�e pour valeur de la constante universelle de Feigenbaum
intervenant dans la r�ecurrence

= cste (i.e. = )

la valeur = 4 67 0 04, ce qui est en excellent accord avec la valeur standard

= 4 6692016091029909

H. Sompolinsky, M. Samuelides et B. Tirozzi ont aussi �etudi�e de tels syst�emes lorsque devient
tr�es grand et lorsque les poids synaptiques (asym�etriques) sont des variables al�eatoires (par
exemple gaussiennes) de moyenne nulle et de variance . Pour la valeur critique = 1, ils
pr�esentent une transition de phase d’un r�egime convergent vers un r�egime chaotique. Samuelides
a en particulier �etudi�e les routes vers le chaos dans le cas o�u les syst�emes sont dilu�es (presque tous
les = 0), o�u il existe des seuils et o�u les variables al�eatoires ne sont plus centr�ees.
De tr�es nombreux r�esultats de cet ordre montrent qu’il est devenu d�esormais possible de donner

un statut rigoureux �a
et que, par cons�equent, les fonctions cog-

nitives peuvent naturellement être con�cues en termes de physique statistique neuronale.
Donnons deux exemples d�esormais standard. Les ph�enom�enes de peuvent être

pens�es comme r�esultant de la partition de l’espace de con�gurations en bassins d’attraction d’at-
tracteurs qui fonctionnent comme autant de . Ce que les psychologues appellent les “gra-
dients de typicalit�e” s’interpr�etent alors comme des fonctions de Liapounov sur ces bassins. Quant
�a l’opposition typique/non typique (i.e. g�en�erique/sp�ecial), elle se trouve g�eom�etris�ee �a travers la
strati�cation de par les vari�et�es stables de la dynamique interne. Ces ph�enom�enes dynamiques
de cat�egorisation permettent aux r�eseaux de neurones de fonctionner comme des m�emoires asso-
ciatives (des m�emoires accessibles par le contenu, ce qui les distingue des RAM des ordinateurs
classiques).
Le second exemple est celui de . Il peut se concevoir comme

de celui qui, �etant donn�ee la matrice des poids synaptiques, consiste �a trouver les attracteurs
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Le probleme du liage et les reseaux d’oscillateurs

5.1. Codage neuronal de la cohesion.

r�etropropagation

lentes
une strati�cation cat�egorisant

m�er�eologique

distribu�ee

codage neuronal de
la coh�esion spatiale

codage temporel �n

dynamique
synchronisation

de la dynamique . Il s’agit de se donner a priori des attracteurs et de trouver une matrice .
Certains algorithmes ont �et�e d�evelopp�es �a cette �n, en particulier celui dit de qui
consiste �a partir d’une matrice initiale , �a calculer l’�ecart entre les attracteurs de et les
attracteurs d�esir�es et �a r�etropropager l’erreur en ajustant . De tels algorithmes d�e�nissent des
dynamiques dans les espaces de contrôle de poids synaptiques.
Dans de tels syst�emes lents/rapides il existe dans les en

di��erents types qualitatifs. Cette strati�cation est une partition de par un ferm�e catastrophique
(un syst�eme de fronti�eres). Les algorithmes comme la r�etropropagation fournissent des dy-

namiques lentes dans qui ne sont d�e�nies que dans les strates ouvertes (les composantes connexes
de ). Mais le propre d’un apprentissage est en g�en�eral de compl�etement transformer le type
qualitatif de . Il faut donc comprendre comment les dynamiques de r�etropropagation d�e�nies
sur les di��erentes strates ouvertes se recollent le long de . Ce probl�eme est encore totalement
ouvert.

Revenons au probl�eme du binding �evoqu�e plus haut
�a la �n de la section III. Il s’agit d’un probl�eme cognitif central, celui de la “constituance” et
de la “compositionalit�e” des repr�esentations mentales, par exemple des sc�enes perceptives. C’est
le probl�eme classique du tout et des parties, le probl�eme dit des structures. Il est
central pour tous les traitements cognitifs de haut niveau car ceux-ci sont causalement sensibles �a
la structure en constituants des repr�esentations mentales (cela est particuli�erement �evident dans le
cas du langage). Il est facile �a comprendre. Au niveau neuronal, les repr�esentations mentales sont
impl�ement�ees de fa�con sur un tr�es grand nombre d’unit�es �el�ementaires. Comment �eviter
la “catastrophe” dissolvant les parties dans le tout? Comment arriver �a extraire des constituants
et des relations entre ces constituants? Comment coder les liens relationnels? Si on l’approfon-
dit, ce probl�eme renvoie �a un probl�eme encore plus fondamental, celui du

. Comment les caract�eristiques de l’espace peuvent-elles être cod�ees dans un
syst�eme neuronal o�u il n’y a que des signaux qui circulent, et par cons�equent que des corr�elations
temporelles?
L’une des hypoth�eses actuellement les plus discut�ees – qui remonte �a des travaux de Christoph

von der Malsburg (1981) – repose sur le des processus mentaux. Elle est que
la coh�erence structurale – l’unit�e – des constituants d’une repr�esentation mentale se trouve
encod�ee dans la de l’activit�e neuronale sous-jacente, dans ses corr�elations temporelles
et, plus pr�ecis�ement, dans la (accrochage de fr�equence et de phase) de r�eponses
neuronales oscillatoires. L’id�ee est donc que la coh�erence temporelle rapide (de l’ordre de la ms)
code la coh�erence structurale. La phase commune des oscillateurs synchronis�es impl�ementant
un constituant peut alors servir de label pour ce constituant dans des processus de traitement
ult�erieurs. D’o�u aussi le nom de “labeling hypothesis”. Elle s’oppose aux conceptions hierarchiques
ant�erieures o�u les structures sont suppos�ees être cod�ees par une convergence de l’activit�e neuronale
sur des neurones “grand-m�ere”, i.e. par des d�etecteurs de constituants et de relations sp�ecialis�es
et hi�erarchiquement organis�es.
Il existe de nombreuses con�rmations exp�erimentales d’oscillations synchronis�ees (dans la bande

de fr�equence des 40 Hz) des colonnes et hypercolonnes corticales, la synchronisation �etant sensible
�a la constituance des stimuli et �a la coh�erence de leurs constituants (travaux de Eckhorn, Gray,
Singer, K�onig, Engel, 1992).
Ces r�esultats ont �et�e fort d�ebattus et sont en partie controvers�es. Certains pensent même

qu’ils sont partiellement �epiph�enom�enaux. Il faut dire qu’ils sont fort d�elicats �a obtenir et que
de nombreux param�etres y interf�erent. Certaines conditions exp�erimentales sp�eci�ques renforcent
peut-être les oscillations. Qui plus est, ils concernent plus l’individuation des constituants que
la structure de leurs assemblages. Mais il valident n�eanmoins une id�ee directrice. Même si on
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5.2. Le modele general.

5.3. La synchronisation comme transition de phase.

simpli�e et id�ealise celle-ci outranci�erement, elle conduit, comme cela a �et�e le cas avec les r�eseaux
de neurones formels, �a des probl�emes math�ematiques d’une grande di�cult�e.

En ce qui concerne la mod�elisation, on montre d’abord que des
colonnes corticales peuvent e�ectivement fonctionner comme des oscillateurs �el�ementaires. Elles
sont constitu�ees d’un grand nombre de neurones excitateurs et inhibiteurs. En moyennant sur
ces deux groupes les �equations standard des r�eseaux de neurones, on obtient un syst�eme de deux
�equations (�equations de Wilson-Cowan). On montre alors que l’�etat d’�equilibre subit une bifurca-
tion de Hopf lorsque l’intensit�e du stimulus d�epasse un certain seuil.
Ceci dit, le choix des types d’oscillateurs pose lui même un probl�eme. complexe. Il existe en

e�et au moins 3 types di��erents d’oscillateurs.

1. les oscillateurs harmoniques et leurs variantes (cycles limites uniformes);

2. les cycles d’hyst�er�esis apparaissant dans les syst�emes lents/rapides dont la vari�et�e lente a une
forme normale cubique (cycles de Van der Pol);

3. les cycles limites avec saut discontinu de type �ring (d�echarge).

D’autre part, le choix des formes de couplage pr�esente �egalement des alternatives. A côt�e des
couplages de type sinus des di��erences de phases, il y a des mod�eles (Mirollo, Strogatz, Kuramoto,
1991) o�u l’on couple les oscillateurs par des pulses. D’autres mod�eles de synchronisation ont �et�e
propos�es, comme les “syn�re chains“ d’Abeles et Bienenstock (ondes de synchronisation le long de
châ	nes s�equentielles).
Quoi qu’il en soit, la simpli�cation maximale conduit �a �etudier des r�eseaux constitu�es d’un

grand nombre d’oscillateurs dont la fr�equence propre d�epend de l’intensit�e du stimulus �a
la position . Soient leurs phases et = leurs di��erences de phases. Les �equations du
syst�eme sont du type :

˙ = ( )

Les syst�emes les plus courants sont du type :

˙ = sin ( )

o�u les sont des constantes de couplage. Ce sont des syst�emes typiquement complexes que l’on
peut �etudier avec des m�ethodes de physique statistique (travaux de Kuramoto, Daido, etc.) et de
dynamique qualitative (travaux d’Ermentrout et Kopell, etc.).

Dans le cas d’une seule constante
de couplage et d’une totale connectivit�e, Y. Kuramoto (1987) a analys�e en d�etail le syst�eme :

˙ = sin ( )

Pour ce faire, il a introduit le qu’est la phase moyenne :

( ) = ( ) =
1

et a �etudi�e le syst�eme �equivalent :

˙ = sin ( )

23



c

c

i

� ′′

�

∈

� �

�uctuations

2

0
0

0

0 0

2

16
3

1 2

1

��� ���
��� ���

∫

∑

i

c

i
i

i

�
i

K K
K

�
c

c

i i

j V

i j

i

�

�

| | �

� | |

�
�

| | � | |

� �

� | | ∈

� �

5.4. Le groupe de renormalisation.
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Si les fr�equences sont tir�ees au hasard suivant une loi ( ) repr�esentant les r�egularit�es
statistiques de l’environnement (en prenant un rep�ere tournant on peut supposer centr�ee sur 0), la
synchronisation globale est une transition de phase s’e�ectuant pour la valeur critique = 2 (0)
de la constante de couplage.
Pour le montrer, Kuramoto cherche d’abord des solutions = constante. Apr�es avoir class�e

les oscillateurs en deux groupes

(i) le -groupe des oscillateurs pouvant se synchroniser i.e. satisfaisant

˙ = 0 et donc 1

(ii) le -groupe des oscillateurs ne le pouvant pas parce que

1

il montre que seul le -groupe intervient dans la synchronisation. En �ecrivant que

= ( )

o�u ( ) est la distribution des phases �a l’�equilibre au temps et en �ecrivant que

( ) = ( ) avec = sin ( )

il obtient une �equation d’auto-consistance = ( ) qu’il d�eveloppe au voisinage de = 0. D’o�u
l’�equation (qui est une forme normale) :

= 0

avec = et = (0) L’analyse de la stabilit�e des solutions montre que la solution
= 0, qui est stable pour 0 (oscillateurs d�ecoupl�es), devient instable �a la travers�ee de = .
Kuramoto �etablit ensuite, sous une hypoth�ese de quasi-adiabaticit�e, l’�evolution (lente) du

param�etre d’ordre . Elle est r�egie par une �equation du type :

=

Il �etudie ensuite les , en particulier au voisinage du point critique lorsqu’elles devi-
ennent g�eantes et entrâ	nent la transition de phase. Ces r�esultats montrent que la synchronisation
est un ph�enom�ene typique d’organisation collective �emergente.

H. Daido (1990) a �etudi�e quant �a lui les syst�emes :

˙ = sin ( )

o�u est l’ensemble des plus proches voisins de l’oscillateur de rang sur un r�eseau cubique de
dimension . Par des m�ethodes du groupe de renormalisation, il a montr�e que, si la loi ( ) est
asymptotiquement une loi de puissance

( ) , ]0 2]

alors le syst�eme est �equivalent �a un syst�eme d�ecoupl�e (et donc non synchronisable) pour

= 1
1 1

0
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De fa�con plus pr�ecise, si l’on d�ecompose le r�eseau en = blocs de taille (l’unit�e de
longueur �etant la maille du r�eseau initial) et si l’on moyenne les fr�equences et les phases sur
les blocs (ce qui donne des fr�equences � et des phases ), on obtient les �equations suivantes :

˙ = � sin ( + )

avec = + si .
L’op�eration de renormalisation est alors donn�ee par :

=
= ( )

o�u est d�e�ni par le fait que la fr�equence

=

ob�eit �a une loi de distribution stable de fonction caract�eristique

exp ( ) = exp ( )

Rappelons que si est une variable al�eatoire de fonction de r�epartition ( ) = ( ), sa
fonction caract�eristique est la transform�ee de Fourier

( ) = exp ( ) = exp( ) ( )

Les lois sont des lois ind�e�niment divisibles (c’est-�a-dire qui peuvent être consid�er�ees comme
des sommes de variables al�eatoires in�niments petites ind�ependantes : toutes les ( ( )) pour
0 sont des fonctions caract�eristiques) dont la classe est stable par combinaisons lin�eaires. On

montre que leur fonction caract�eristique est alors du type

( ) = exp +

avec ]0 2[, 0 et cos sin . On a ici = 1 et = 0.
Daido obtient ainsi les �equations renormalis�ees :

= sin ( )

avec = 1 1 1 , = blocs voisins du bloc , le couplage e�ectif �etant donn�e par :

sin ( ) = sin ( + )

o�u pour , est l’�ecart de la phase �a la phase moyenne sur : = +
(cf. plus haut).
Le fait de base est que pour 0, le syst�eme est attir�e par

=

(o�u = lim ) du groupe de renormalisation. Les interactions tendent vers 0 et il ne peut y

avoir de synchronisation. Cela n’empêche �evidemment pas un ph�enom�ene de clustering. Au fur et
�a mesure que le couplage augmente, des oscillateurs de plus en plus nombreux se synchronisent.
Mais il ne s’agit plus d’une transition de phase.
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5.5. Distances ultrametriques et synchronisation par palliers.

Conclusion
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