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Enciclopedia, VIII: Labirinto-Memoria, Einaudi, Torino 1979. 

2 . L'opposizione locale /globale e il concetto di spazio. 

Quello che precede mostra l'importanza di sviluppare un'intuizione del pas
saggio dal locale al globale. Per ottenere tale scopo l'indagine matematica è essen
ziale. Ad essa è dedicato quest'articolo . 

2 . 1. Dalla rottura euclidea alle geometrie non-euclidee. 

L'opposizione locale/globale è costitutiva della nostra rappresentazione dello 
spazio. È certo che il nostro spazio è localmente euclideo. Il nostro organismo ne 
offre un' eccellente simulazione. Ciò non implica peraltro che lo spazio « sia» glo
balmente euclideo. La natura della sua struttura globale sfugge a priori alla si
mulazione organica e non può quindi essere che l'oggetto di una rappresenta
zione, la cui storia è lungi dall'essere banale. 

Per gli animali, lo spazio è un territorio : anzitutto è l'estensione a domini lo
cali delle grandi regolazioni metaboliche quali la predazione; esso è inoltre un 
incollamento di tali domini locali mediante indizi significanti, per esempio « se
mantici l) , di natura sensoriale (per esempio olfattiva). Dunque non esiste una 
vera e prop ria rappresentazione globale dello spazio: la rappresentazione s'iden
tifica ad una memorizzazione del sistema di indizi. 

Si può forse avanzare l'ipotesi che la situazione sia analoga per ciò che con
cerne le società « primitive l). Come scrive René Thom in un articolo dedicato 
alla magia, articolo dal quale si è d'altronde presa a prestito nel § I l'immagine 
di stato «eccitato » d'uno spazio globale flessibile ed individuale, «si può dire che 
l'atto magico sia caratterizzato in modo essenziale da "un'azione a distanza" che 
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rienze concrete. Tuttavia non esiste evidentemente alcun « controllo >) , alcuna « re
golazione >) di questo tipo a livello globale . Euclide ha compreso a fondo tutto que
sto: la nozione di retta è una nozione primitiva la cui proprietà caratteristica di ret
titudine dev'essere oggetto di un «giudizio sintetico a priori >) , cioè d'un assioma 
logicamente irriducibile agli altri assiomi della geometria: si tratta del famoso as
sioma delle parallele. In tal senso la geometria non è una scienza a priori come 
lo è la logica. Essa esige una « regolazione >) capace di controllare la coerenza del 
passaggio del proprio concetto primitivo dal locale al globale. 

È ben noto che l'assioma di Euclide ha fatto scorrere molto inchiostro. Una 
precisa tradizione, nutrita dal çlesiderio di fare della geometria una scienza a 
priori, ha tentato di «dimostrarlo >}, di dedurlo cioè dagli altri assiomi della geo
metria. Nel corso dei secoli l'impossibilità di arrivare ad una tale «dimostra
zione >} sapeva di vero e proprio « scandalo >) . Tale scandalo è stato messo defini
tivamente a tacere all'inizio del XIX secolo allorché Gauss, Bolyai e Lobacevskij 
dimostrarono che gli altri assiomi della geometria euclidea ammettevano un'in
terpretazione coerente che violava l'assioma delle parallele. Questa nuova geo
metria è la geometria iperbolica, caratterizzata da una serie di fenomeni atipici. 
Essa ha offerto il primo esempio di un fenomeno che è fondam entale per il tema 
di quest'articolo. Localmente, cioè in ogni dominio d'estensione (r infinitesima
le >) , la geometria iperbolica diventa euclidea. In altri termini, uno spazio iperbo
lico ammette in ogni punto uno spazio euclideo « tangente >) . Si può dunque di
re che la geometria iperbolica concretizza un altro modo di estendere al globale 
la struttura euclidea locale dello spazio , diverso da quello dell'estensione diretta. 

2.2. Le diverse estensioni del concetto di spazio. 

Prima d ' indagare in qual modo, nel corso del XIX secolo, l'aspetto operativo 
dell 'opposizione locale /globale ha rivoluzionato il concetto stesso di geometria, 
verrà ricordato in quale contesto si è sviluppata tale trasformazione. 

Fino all'inizio del XIX secolo, la geometria si ridusse essenzialmente allo stu
dio di oggetti geometrici (cfr. l'articolo «Curve e superfici >) in questa stessa En
ciclopedia) immersi in uno spazio ambiente bi- o tridimensionale. I metodi uti
lizzati sono da una parte quelli sintetici ereditati dalla tradizione euclidea e dal
l'altra quelli analitici ed algebrici fondati sull'uso di coordinate. Con l'introdu
zione del calcolo infinitesimale, le coordinate permettono l'analisi delle proprietà 
differenziali degli oggetti (equazione delle tangenti, delle normali, struttura dei 
punti singolari, ecc.). Ecco apparire i primi teoremi generali sulle curve alge
briche e la « solidarietà >) che esiste tra la loro struttura locale e quella globale. 
Servano da esempio due famosi risultati di Maclaurin (uno dei grandi succes
sori di 1 ewton) : una curva piana irriducibile di grado n non può possedere piu 
di [(n - I)(n - 2)] /2 punti doppi; su una cubica piana dotata di punti di flesso, 
la retta che ne congiunge due passa necessariamente per un terzo . 

Ma l'approfondimento di tali problemi porterà, durante il XIX secolo, ad una 
completa ristrutturazione del concetto di spazio ambiente nel quale gli oggetti 
geometrici si trovano immersi. 
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Intanto, per poter disporre di teoremi generali (in particolare del teorema di 
Bézout secondo cui due curve piane di rispettivi gradi r e s s' intersecano esatta
mente in rs punti contati con la loro molteplicità), si estende sistematicamente 
la nozione di spazio ambiente agli spazi proiettivi complessi ottenuti aggiun
gendo i punti all'infinito e i punti immaginari. Con Poncelet, Steiner, Staudt, 
Plticker, Cayley, ecc. la geometria proiettiva complessa eserciterà una fortissima 
influenza. Permetterà dapprima di dimostrare tanti risultati sulla struttura gene
rale delle curve e delle superfici algebriche e in particolare sulla solidarietà lo
cale /globale: configurazione dei nove punti di flesso di una cubica piana, si
tuati a tre a tre su dodici rette; configurazione delle ventisette rette della super
ficie cubica; ecc. D'altra parte la geometria proiettiva condurrà alla considera
zione di « spazi )} i cui « punti )} non sono punti nel senso geometrico del termine. 
Per esempio lo studio dei complessi di rette dello spazio proiettivo tridimensio
nale p 3 condurrà Cayley e Plticker alla rappresentazione di una retta di p 3 me
diante un punto di un'ipersuperficie di secondo grado di p5 (coordinate plticke
riane). S'introduce cosi l'idea fondamentale che la geometria di entità complesse 
immerse in uno spazio ambiente triviale è traduci bile nella geometria dei punti 
di uno spazio di descrizione: a) di dimensione eventualmente superiore a tre; 
b) globalmente non triviale. 

La geometria proiettiva permetterà altresi a Klein, nel suo programma di 
Erlangen, di unificare i diversi tipi di geometrie (cioè di struttura degli spazi am
bienti tipo) (cfr. l'articolo « Geometria e topologia )} in questa stessa Enciclopedia). 

Parallelamente ai progressi della geometria proiettiva prenderanno corpo le 
nozioni di spazio vettoriale e di algebra lineare. Questa nuova estensione del 
concetto di spazio avrà una notevole importanza quando la si prolungherà al
l'analisi funzionale, quando cioè si tratterà una funzione come un « vettore )} de
componibile secondo vettori base (analisi armonica e serie di Fourier) e si esten
derà l'analisi spettrale degli operatori lineari agli operatori differenziali. 

Le strutture della geometria proiettiva e dell'algebra lineare sono per essenza 
globali. Con Riemann s'introdurrà un'altra idea chiave, d'importanza capitale, 
poiché con i suoi effetti domina il presente tema nel suo insieme. Si tratta dell'idea 
di considerare « spazio )} a tutti gli effetti ogni spazio ottenuto per incollamento 
di modelli locali, cioè di pezzi di spazio ambiente tipo. Si tornerà ampiamente 
su quest'argomento. Si noti semplicemente che quest'idea sovverte totalmente 
la nostra intuizione di spazio poiché rompe con <d'evidenza )} che la struttura 
globale dello spazio si ottiene per diretta estensione dalla sua struttura locale. 
Con Riemann il problema del passaggio dal locale al globale si allontana da ogni 
intuizione e diventa una problematica matematica fondamentale. 

3. L'opposizione local~ /globale nella teoria delle funzioni: il caso analitico. 

Riemann è l'iniziatore di due aspetti della dialettica locale /globale. Da un 
lato l'aspetto delle varietà riemanniane (cfr. § 4) e dall'altro quello delle super
fici di Riemann brevemente delineato nel presente paragrafo. 
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Ciò che precede serviva ad introdurre il rapporto esistente tra l' opposizione 
locale /globale e il concetto di spazio, piti precisamente di spazio ambiente . Vie
ne ora introdotto il rapporto tra tale opposizione e il concetto di funzione, in 
quanto la dialettica spazio /funzione è una delle chiavi di volta di tutta la geome
tria moderna. 

3.1. Le diverse classi di funzioni reali. 

Si consideri un polino mio a coefficienti reali, per esempio di secondo grado , 
P(x)=ax2+ bx+c. Si tratta di una funzione P : R - R che associa a ogni nu
mero reale x un altro numero reale P(x) (detto valore di P in x), ottenuto me
diante l'algoritmo rappresentato dalla sua espressione algebrica. Si supponga P 
noto per tre valori distinti xl> Xz e x3• I suoi coefficienti saranno allora le solu
zioni di un sistema di tre equazioni lineari in tre incognite : 

jaxi+bXI +c = P(xl ) 

(r) ax~+bx2+C = P(xz) 
ax~+ bx3+c = P(x3). 

È facile vedere che se Xl' X 2 e X3 sono distinti, il sistema (r) ammette solu
zione unica. Se dunque P è noto in tre punti distinti, è noto dappertutto. In 
generale, un polinomio di grado n è determinato quando siano assegnati i valori 
che esso assume in n+ r punti distinti. 

Che un'informazione finita basti a caratterizzare P è un fatto cruciale che 
può essere localizzato. Se infatti Xl' X 2 e X 3 sono infinitamente vicini, ossia si 
confondono in un punto X o, il dato (P(x l ), P(x2), P (x3)) viene sostituito dal 
dato (P(xo), P ' (xo), P" (xo)) ave P' e P" sono le derivate prima e seconda di P. 
Il sistema (r) viene allora sostituito con il sistema 

jaX5+bXo+C = P~xo) 
(z) zaxo+ b=P (xo) 

za = P" (xo) 

e si verifica facilmente la formula fondamentale 

In generale ogni polinomio di grado n soddisfa una importante identità (4) 
detta formula di Taylor che permette di esprimerlo in fu nzione del suo valore 
e di quelli dell e sue derivate successive in un punto qualsiasi X o: 

( ) P() P ) ( ) ' (X- XO),l p ( >( ) 4 X = (xo + x - Xo P (xo) + .,. + I n Xo . 
n. 

Ora la nozione di d~rivata è per sua natura locale. La formu la di Taylor 
esprime dunque il seguente fatto molto importante: per i polinomi, la determi-
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nazione locale implica quella globale. Per i polino mi, e piti in generale per gli 
insiemi algebrici definiti da polinomi, esiste una solidarietà essenziale tra locale 
e globale. Si potrebbe dire che i polinomi manifestano un principio translocale 
« d'azione a distanza »: non si può perturbare un polinomio in un punto senza 
modificarlo dappertutto. 

Ciò è in netto contrasto con quanto avviene nel caso delle funzioni che sono 
semplicemente differenziabili . Infatti, per questo le perturbazioni locali non si 
« propagano»: due funzioni differenziab ili possono coincidere localmente senza 
coincidere dappertutto (fig. I ). 

Ecco dunque delinearsi due domini estremi entro l' insieme delle applica
zioni] : R --+ R. Ad una estremità vi è il dominio caratterizzato da una proprietà 
di consistenza. Esso si estende dalle funzioni insiemistiche qualsiasi non aven
ti alcuna coesione neppure locale, fino alle funzioni indefinitamente differen
ziabili (di classe e~), passando dalle funzioni continue (che possono essere mol
to «patologiche ») e dalle fu nzioni differenziabili fino all'ordine r (di classe eT) 
per r = I , 2 , ... In tale dominio, a) non vi è alcuna solidarietà tra il locale e il 
globale; b) non esiste un'espressione, mediante simboli, delle funzioni. All 'al
tra estremità vi è il dominio dei polino mi ove c) vi è solidarietà tra il locale ed 
il globale; d) esiste un' espressione delle funzioni, mediante simboli, che rende 
i polinomi degli algo ritmi . (Cfr. fig. 2). 

Il problema consiste allora nel sapere come si raccordano questi due domi
ni ; in altri termini, come si può, partendo dalla differenziabilità, raggiungere 
un'espressione simbolica e una solidarietà tra locale e globale. 

Partendo dai polinomi, la mediazione verso le funzioni differenziabili s'ef
fettua per estensione dal finito al numerabile. Si ottengono cosi le serie formali 
P (x)= aO+ a1x+ ... +anx"+ ... che sono in un certo senso polinomi di grado 
infinito . Ma passando cosi dal finito al numerabile nulla piti garantisce che 
P (x) rappresenti un numero. Volendo delle serie che rappresentino funzioni, 
bisogna limitarsi a considerare serie convergenti . Se una serie è convergente per 
un valore Xo, lo è per ogni alt ro valore x tale che Ixl ::;; IXol. Essa lo è dunque in 
un intervallo Ixl < R . R si chiama il suo raggio di conve rgenza. 

Partendo ora dalle funzioni e~, la mediazione verso i polinomi s'effettua 
tramite il concetto di serie di Taylor. Se] è e~, le si può associare, per ogni 
valo re X o, la serie formale Txo ]' detta sua serie di T aylor in Xo: 

_ " I (x_xo)n (n) 
(5) TxJ - ](xo)+ (x -xo) ] (xo)+ ... + n! ] (xo)+ ... 

Figura I . 

i e g sono localmente identiche senza esserlo globalmen te. 
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che generali zza l'approssimazione lineare di f in Xo mediante la tangente di 
equazione y=f(xo)+(x-xo) f'(xo). La serie di Taylor difin Xo è d'importanza 
fondamentale poiché esprime il miglior modo d'approssimare f mediante poli
nomi. Per definizione si tratta di un'entità locale. Quando Xo varia, essa defini
sce dunque un'applicazione Tf di R nell 'algebra delle serie formali detta campo 
tayloriano di f e che « meglio » esprime come la consistenza differenziabile può 
« raggiungere » un'espressione simbolica. 

La nozione di serie di Taylor permette di « misurare » lo scarto tra funzioni 
differenziabili e polinomi. È possibile constatare che tale scarto è irriducibile. 
Infatti: 

a) La serie formale Txo f può essere divergente e pertanto non rappresentare 
alcuna funzione. Tale fenomeno di divergenza è ineliminabile, secondo un 
teorema di Borel per cui ogni serie formale puo essere ottenuta come serie 
di Taylor. 

b) Anche se la serie Txo f è convergente, può rappresentare nell 'intorno di 
Xo un'altra funzione, diversa da J. Per esempio le funzioni dette piatte 
del tipo e- l /X' la cui serie di Taylor in o è identicamente nulla e rappre
senta dunque nell'intorno di o la funzione o e non la funzione stessa. 

Il passaggio tra i polinomi e le funzioni e~ s'effettua dunque in questo 
modo: 

a) « Vicinissimo » ai polinomi si trovano le funzioni e~ esprimibili simbolica
mente, le quali manifestano una notevole solidarietà tra il locale e il glo
bale, cioè quelle per cui una determinazione locale implica la determina
zione globale. Si tratta delle funzioni ovunque rappresentate dalla loro se
rie di Taylor in un punto qualunque. T ali fu nzioni diconsi intere. Esem
pio tipico ne è l'esponenziale eX che è ovunque uguale alla somma della 
sua serie di Taylor in o: 

X2 xn 
ToeX = I +x+-+ ... +,+ ... 

2 n. 

b) Si trovano poi le funzioni localmente rappresentate in ogni punto dalla 
loro serie di Taylor. Esse diconsi analitiche. 

c) Si trovano infine le funzioni semplicemente e~ . 

CD 

Consistenza 
Assenza di solidarietà locale /globale 

Figura 2. 

Le classi estreme di funzioni . 

'---v--" 
Espressione simbolica. 

Solidarietà 
locale /globale 
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Generalizzando tali risultati alle funzioni di piu variabili, /: R n .... R P, poi 
alle funzioni complesse,!: cn .... cp, poi, per localizzazione ai germi di fu nzioni, 
ed ancora, per incollamento, alle funzioni definite su varietà qualunque, si pos
sono COSI definire livelli di struttura geometrica: il livello insiemistico, .il livello 
topologico, il livello differenziabile, il livello formale (detto anche algebroide), il 
livello analitico ed infine quello algebrico corrispondente ai polinomi. Gran parte 
della geometria moderna è consacrata allo studio locale e /o globale di tali livelli, 
ai tipi di dialettica locale/globale che sono loro specifici, all'analisi dei vincoli 
che un livello inferiore esercita sui livelli superiori. Perché tali analisi andassero 
in porto è stato necessario elaborare strumenti generali la cui portata concettuale 
s'è rivelata considerevole. 

3.2. Prolungamento analitico e superfici di Riemann. 

L'analiticità acquista tutto il suo significato quando si passa dal reale al com
plesso e si considerano funzioni f : C .... C d'una variabi le complessa, a valori 
complessi. Sia/una tale funzione. La si può considerare una/: R2 .... R2 che al 
punto z = x+iy di R2 associa il punto P(x, y) + iQ (x, y) di R 2, ove P e Q sono 
due funzioni reali di due variabili reali. Se si tenta allora di definire per / il vin
colo di C-derivabilità in zo, si constata subito che esso è totalmente diverso dalla 
R-derivabilità. Dire infatti che / è C-derivabile in Zo significa non solo che il 
rapporto [f(z) - /(zo)] / (z -zo) tende a un limite quando z tende a zo, ma anche 
che tale limite è indipendente dal modo con cui z tende a zoo È facile vedere che 
per soddisfare tale vincolo occorre e basta che le funzioni P e Q ammettano deri
vate parziali e soddisfino alle cosiddette condizioni di Cauchy-Riemann : 

(5) 
òP = òQ 
òx òy 

òQ òP 

òx òy 

Se si suppone che P e Q siano due volte R-differenziabili, tali condizioni im
plicano che P e Q soddisfino l'equazione di Laplace: 

(6) 6.P=o 6.Q=o 

ove 6. è l'operatore laplaciano (ò 2 / òx2) + (ò 2 / òy2). 
Una funzione F(x, y) che soddisfa l'equazione di Laplace dicesi armonica; 

p e Q diconsi funzioni armoniche coniugate. 
II fatto che, affinché / sia derivabile , P e Q devono soddisfare un' equazione 

alle derivate parziali, porta con sé una serie di notevoli conseguenze che fanno 
della C-derivabilità un vincolo che non ha nulla a che fare con quello della 
semplice R-derivabilità. Si noti anzitutto che la nozione di C-derivabilità è di 
per se stessa locale. Per passare al globale si considereranno dunque funzioni 
definite su aperti U di C e si dirà che esse sono C-derivabili su U se lo sono in 
ogni punto di U. 

Osservazione: La nozione topologica di aperto concretizza la relatività del
l'opposizione locale /globale. Un aperto, che per definizione è un intorno di ogni 
suo punto, può diventare vuoi un'entità locale quando lo si consideri sottospa-



445 Locale/globale 

zio di uno spazio globale, vuoi un'entità globale quando lo si consideri unione 
degli aperti in esso contenuti. 

Sia dunque f: V -+ C una funzione complessa definita su un aperto V di C 
e C-derivabile. 

a) Tutti i valori d i f sono solidali. Tale solidarietà è espressa dalla formula 
integrale di Cauchy 

f(z ) = ~f f(z) dz 
o 217t

y
Z-ZO 

la quale afferma che il valore di fin ZoE V è la media dei valori di f su 
ogni circuito y di V orientato positivamente, che circondi Zo e che sia 
contraibile a un punto entro U. (Si dice in tal caso che il circuito y è 
omotopo a zero). Una conseguenza fondamentale di ciò è il «( principio di 
massimo » secondo cui se f non è costante, il suo modulo If(z) 1 non può 
possedere né massimo né minimo . 

b) Se g è un'altra funzione C-derivabile definita su U,j e g non possono es
sere localmente identiche senza esserlo globalmente. Per le funzioni C
derivabili una determinazione locale implica la determinazione globale. 

c) f è necessariamente indefinitamente C-derivabile . 
d) f è di piu C-analitica. 
e) f è di piu C-intera. 

Cosicché nel campo complesso la semplice derivabilità basta ad implicare il 
piu potente vincolo di solidarietà tra locale e globale. Le fun·zioni C-derivabili, 
e quindi C-anal itiche per d), diconsi anche olomorfe. L'olomorfia è una nozione 
intrinsecamente locale ma che «( passa » automaticamente al globale. È dunque 
naturale cercarne una caratterizzazione globale (teorema di Runge). 

La piu notevole conseguenza della solidarietà locale /globale che caratteriz;a 
le funzioni C-analitiche è che la determinazione locale implica non solo la de
terminazione globale ma anche la determinazione dello stesso dominio di defi
nizione. Se f è localmente un polino mio, lo è dappertutto ed è definita su C. 
Ma nel caso generale il suo dominio naturale può essere molto diverso da C. 
Si è di fronte ad un totale capovolgimento di punto di vista poiché la nozione di 
«( spazio substrato l) , di spazio soggiacente a una funzione, cioè in definitiva di spa
zio ove naturalmente la variabile indipendente z «( sta di casa l) , non ha piu senso 
che localmente, dato che la funzione stessa determina, a livello globale, il proprio 
spazio substrato. 

Per precisare questo punto fondamentale, viene ora illustrata una descrizio
ne data da Weierstrass e poi chiarita in modo definitivo da Hermann Weyl 
[ 1955]. 

Sia f una funzione olomorfa su un aperto V di C. f si rappresenta in ogni 
punto col suo sviluppo di Taylor Tzof in un punto ZoE U. Per cogliere le pro
prietà di passaggio dal locale al globale è dunque naturale partire da TzJ, cioè 
da una serie convergente A (z)=aO+a1 (z-zo)+ ... +an(z-zo)n+ ... Si chiama 
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elemento analitico (nel senso di vVeierstrass) centrato in zo, e lo si denota 
(A (z), zo), un tale dato . Questo elemento definisce localmente una funzione 010-

morfai il cui valore in Zo è il termine costante ao della serie A(z). 
Sia dunque A = (A (z), zo) un elemento analitico centrato in zoo Sia L1 il disco 

di centro Zo e di raggio R che è il disco di convergenza di A (z). Esistono dei 
punti singolari Z s del bordo di L1 nei quali la serie A (z) diventa divergente e che 
impediscono dunque l'estensione dii a un disco piti grande di L1 con centro in 
zoo Il fatto però che esistano tali ostruzioni non implica che non si possa prolun
gare i ad un disco con centro in un punto z , distinto da Zo che ({ fuoruscirebbe » 
da L1 evitando i punti singolari Zs della sua frontiera. Infatti in un intorno di 
ZI appartenente a L1, i si può rappresentare mediante un elemento analitico 
(ffi (z), ZI) centrato in ZI. Tale elemento possiede un disco di convergenza L1 ' 
centrato in ZI e limitato da certe singolarità z~. I ulla impone che L1 ' sia contenuto 
in L1. Inoltre il fatto che una funzione C-analitica sia globalmente determinata 
dalla sua struttura locale implica che le somme delle serie A (z) e ffi(z) sono 
identiche su L1 n L1' . La funzione uguale alla somma di A(z) su L1 e alla somma 
di ffi (z) su L1 ' è dunque ben definita e olomorfa su L1 n L1' . È questo il principio 
del prolungamento analitico (fig. 3): il prolungamento analitico è definito in 
modo unico. 

Per prolungamento analitico si estende cosi l'elemento analitico di partenza 
(A (z), zo) in una funzione olomorfa globale f. Si potrebbe credere che il domi
nio di definizione di i sia semplicemente il piano complesso privato dei punti 
singolari. Ma ciò non avviene in generale . Può succedere infatti che prolungando 
A lungo una catena chiusa L1, L1' , ... ecc. si torni all'intorno di Zo mediante un 
elemento analitico il cui valore in Zo sia diverso da quello di A (z). Considerata 
come definita su C, la funzione globale i sarebbe dunque multiforme. Ora, i, 
per costruzione, è uniforme. La chiave di questo apparente ({ paradosso » risiede 
semplicemente nel fatto che, com'è stato già detto, A (z) determina per prolun
gamento non solo i ma anche il suo spazio substrato. Tale spazio substrato non 
deve piti essere considerato in sé come uno spazio ({ esterno » sul quale i sarebbe 
definita, ma come uno spazio intrinsecamente attaccato ad f. Lo si denoterà 
con ~. 

Si può poi completare la costruzione tenendo conto dei punti singolari e dei 

Figura 3. 
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Principio del prolungamento analitico. 

Estensione del dominio 
.. ·---di definizione di! 

per prolungamento analitico 
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punti in cui ~ si ramifica. I punti singolari sono sia poli, sia punti singolari es
senziali. I punti di diramazione sono i punti Zo tali che! possiede n determina
zioni nell'intorno di Zo ma meno di n determinazioni in zoo Il caso tipico viene 
fornito dalla funzione Vz che per ogni valore di z 0/= o possiede due determina
zioni ± yz, ma un sol valore (o) in o. Se allora si completa ~ mediante i poli e 
i punti di diramazione e la base C di ~ mediante l'aggiunta di un punto all'infi
nito per tener conto dei poli e dei punti di diramazione all'infinito (cosa che for
nisce la sfera di Riemann C), ~ diventa un rivestimento ramificato di C privato 
dei punti essenziali; esso dicesi superficie di Riemann dell'elemento analitico 
(dt (z), zo) e della funzione globale! ch'esso determina per prolungamento ana
litico. 

La superficie di Riemann ~ di! è canonicamente munita d'una proiezione 
z ; ~ -+ C che associa ad ogni elemento analitico di ~ il suo centro. Essa è anche 
evidentemente il dominio di f. Si ottiene dunque in definitiva lo schema 

~Lc 
zl 
C 

che evidenzia bene il radicale spostamento introdotto. ~ è lo spazio globale ave 
naturalmente «sta di casa » la variabile indipendente z. Soltanto localmente la z 
continua ad essere una variabile . Globalmente essa diventa la proiezione cano
nica della superficie di Riemann di f. Come nota 'vVeyl; « Prima di iniziare lo 
studio di una classe di funzioni si deve definire la superficie che è il dominio 
della variabile indipendente; si deve poi stabilire cosa significa funzione ana
litica su tale superficie che diventa cosi una superficie di Riemann. Solo a que
sto punto ci si può occupare delle funzioni stesse » [1955, p. 43J. 

Osservazione; Il fatto che z diventi una funzione e non piu una variabile 
pone il problema, detto dell'uniformizzazione globale, di sapere se il suo statuto 
di variabile può essere « recuperato » in uno spazio differente (cfr. oltre). 

3.3. Richiamo dei lavori di Riemann sulle curve algebriche. 

La nozione di superficie di Riemann acquista tutto il suo significato nel caso 
in cui z ed! sono legate da una relazione algebrica, cioè annullano un polinomio 
in due variabili P(z,j) = o. In tal caso essa fornisce uno straordinario stru
mento atto allo studio delle funzioni analitiche; la grande idea di Riemann è in
fatti che la superficie di Riemann ~ d'un elemento analitico - esattamente come 
lo è C - deve essere considerata come spazio substrato naturale per delle fun-
zioni analitiche. . 

I) Sia C una curva algebrica di C2, cioè l'insieme dei punti (z, w) di C2 che 
annullano un polinomio irriducibile, P(z, w). C è una superficie di R4. L'analisi 
locale di C si divide in due parti. 

La prima è quella della struttura di C nell'intorno d'un punto regolare, cioè 
d'un punto (z, w) in cui le due derivate parziali òP/òz e òP/òw non sono en
trambe nulle. Il teorema fondamentale al riguardo è il seguente; 
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TEOREMA DELLE F U ZIONI IMPLICITE. Se (z, W)E C2 è tale che òP/òw#-o, C 
è, localmente, in (z, w) il grafico d'una funzione analitica w = w(z). 

Osservazione : Poiché in un punto regolare si ha (òP / òw) #- 0, oppure 
(òP/òz) #-0, se (òP /òw) =0, z sarà localmente esprimibile come funzione ana
litica z(w) di w. 

Il teorema delle funzioni implicite è fondamentale poiché mostra che, in un 
certo senso, l'analitico permette di localizzare l'algebrico. Pertanto, partendo 
dall 'espressione analitica locale w = w(z) si riottiene C per passaggio al globale, 
grazie al principio del prolungamento analitico. Quello ch'è in gioco non è tan
to la solidarietà locale /globale comune all 'algebrico e all 'analitico, quanto la for
ma dell 'equazione che definisce la curva C. Dire che il polinomio P(z, w) di 
cui C è il luogo degli zeri è irriducibile, significa che non può essere ridotto alla 
forma di base w = w(z): P(z, w) = o è un'equazione algebrica globale non ri
duci bile a una funzione f : C ~ C. Le equazioni analitiche locali invece, di cui il 
teorema delle fu nzioni implicite afferma l'esistenza, sono proprio della forma di 
base w = w(z). Ma non sono equazioni globali. Esse variano al variare del punto 
(regolare) scelto. 

L'interpretazione geometrica del teo rema delle funzioni implicite è semplice 
(fig. 4). Si consideri la proiezione canonica 7t : (z, w)~z. Il teorema afferma 
essenzialmente che, laddove tale curva è trasversa alle fibre di 7t, essa è local
mente una sezione di 7t, se si chiama sezione di 7t un' appl icazione analitica 
w: C ~ C2 tale che 7t o w= I dc. 

Lo studio locale di C nell'intorno dei suoi punti singolari (necessariamente 
isolati) ove (òP/òz) = (òP/òw)=o è piti complicato. Si fa vedere che C si de
compone in rami (in corrispondenza alle diverse tangenti) analiticamente irridu
cibili (teoria degli sviluppi di Puiseux) . 

Infine l'analisi della struttura globale di C conduce nuovamente alla nozio
ne di superfici e di Riemann. Si scriva infatti il polinomio P (z, w) nella forma 

F igu ra 4. 

Pz (w) = ao(z) + a)(z) w+ ... + an(z)wn 
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con i coefficienti a'i (z) polinomiali, e si associno ad ogni valore di z le n radici 
di Pz(w); si ottiene allora una presentazione della curva C, completata dei suoi 
punti all'infinito, sotto forma di un rivestimento ramificato di C, 

Ancora piu significativa è la proprietà reciproca : 

TEOREMA. Se la superficie di Riemann 2: di una funzione analitica f è com
patta, allora f verifica un' equazione algebrica P (z,j) = o. In altre parole, 2: si 
identifica con una curva algebrica proiettiva C. 

È impossibile sottovalutare l'importanza della rottura epistemologica intro
dotta da Riemann nel porre la dialettica locale /globale al centro dello studio delle 
funzioni analitiche e delle curve algebriche. Questo nuovo punto di vista, che è 
un punto di vista sintetico, è infatti all'origine di tutta la geometria algebrica 
moderna. Cosi scrive Dieudonné: «Il periodo ... senza dubbio piu importante 
di tutta la storia della Geometria Algebrica .. . è interamente marcato dall'opera 
d'un solo uomo, Bernhard Riemann , uno dei piu grandi matematici che siano 
mai esistiti, uno di quelli che hanno piu profondamente sentito (o divinato) l'u
nità essenziale della matematica)} [1947, p. 42]. Utilizzando il linguaggio ana
logico del § I, si potrebbe dire che l'opera di Riemann costituisce il primo esem
pio d'uno stato « eccitato )} globale dell'universo matematico. 

2) Una superficie di Riemann compatta, cioè, per quanto visto, una curva al
gebrica proiettiva (piana), possiede quattro livelli di struttura. Il livello soggia
cente è quello topologico. Il livello intermedio è quello differenziabile. I livelli 
superiori sono l'analitico e l'algebrico i quali , come s'è visto, coincidono. Una 
delle grandi idee introdotte e sviluppate da Riemann è che il livello topo logico 
vincola i livelli superiori. Tipico al riguardo è il concetto di genere. Esiste in
fatti una classificazione topologica delle superfici connesse, compatte ed orien
tabili: ogni superficie connessa, compatta ed orientabile è omeomorfa a una sfera 
con g manici o anche a un toro con g buchi. Il numero g dicesi genere della su
perficie (fig. 5). 

La superficie di Riemann 2: di una curva algebrica proiettiva essendo una 
superficie connessa, compatta ed orientabile possiede genere ben definito. Tale 
invariante topo logico è fondamentale per comprendere i fenomeni di periodi
cità posseduti dagli integrali abeliani. Lo si può calcolare a partire da una qua
lunque presentazione di 2: come rivestimento ramificato di C. 

L'introduzione del genere pone subito il difficile problema di classificare le 

O@ 0 =~ ~~ 
~-------vr------- '~-----------------v~------------------

g=I g=2 

Figura 5. 

Genere di una superficie. 
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superfici di Riemann compatte che hanno ugual genere (problema dei moduli). 
3) Una superficié di Riemann compatta ~ è, come s'è detto, un substrato 

geometrico-topologico naturale quanto C. È dunque logico sviluppare la teoria 
delle funzioni analitiche (con singolarità) su ~. Poiché ~ è compatta, le sole 
funzioni che siano ovunque olomorfe su ~ sono le costanti. Quanto alle funzioni 
meromorfe, esse sono necessariamente razionali cioè funzioni razionali di z e 
di w per ogni coppia (z, w) che definisce ~ come curva algebrica. Ciò significa 
che il corpo K delle funzioni meromorfe su ~ è il corpo C(z, w) generato su C 
da z e w. Ma poiché w è funzione algebrica di z, K è un'estensione algebrica di 
grado finito del corpo C(z) avente grado di trascendenza I su C. Reciproca
mente, dato un tale corpo K, esso è il corpo delle funzioni meromorfe sulla su
perficie di Riemann della curva algebrica d'equazione P(z, w) = o ave w è un 
generatore di K su C(z) e P il suo polinomio irriducibile. Si possono dunque 
considerare equivalenti due curve algebriche i cui corpi di funzioni meromorfe 
sono isomorfi . Tale è il punto di partenza della geometria birazionale. A meno 
di equivalenza birazionale la teoria delle curve algebriche s'identifica dunque 
con quella delle estensioni algebriche finite del corpo di base C(z). Si tratta di 
un punto decisivo poiché, come è stato mostrato da Dedekind e Weber, questa 
teoria è essenzialmente analoga a quella delle estensioni algebriche finite del 
corpo primo Q dei numeri razionali, cioè alla teoria dei numeri algeb rici . Ap
pare cosi un profondo nesso tra geometria ed aritmetica e nasce una teoria geo
metrico-aritmetica dei corpi globali (estensioni algebriche finite di Q o di C(z)) 
che pili tardi sarà collegata ad una teoria dei corpi locali. Lo sviluppo di tale 
sintesi è la base della geometria algebrica astratta. 

4) Poiché una superficie di Riemann ~ è un substrato geometrico-topologico 
naturale, vi si può sviluppare una teoria dell'integrazione. È tale punto di vista 
quello che conduce ai risultati pili ricchi. Si considerino dunque le forme dif
ferenziali su ~ (cfr. l'articolo «Differenziale » in questa stessa Enciclopedia) e 
dapprima le forme differenziali a coefficienti differenziabili. Siano (x, y) coor
dinate reali locali di ~ (come superficie differenziabile). Le o-forme sono le fun
zioni differenziabili f : ~ -+ R oppure f : ~ -+ C. Le n-forme sono nulle per n> 2 

(poiché ~ ha dimensione 2). Le 2-forme sono le densità f(x, y) dx dy, ove f 
~ una funzione differenziabile, e quanto alle I-forme (le pili interessanti) esse 
sono del tipo w = a(x, y) dx+b(x, y) dy ove a(x, y) e b(x, y) sono funzion~ dif
ferenziabili. Tra le I-forme a valori complessi, vi sono le I-forme olomorfe (ri
spettivamente meromorfe) del tipo w = a(z ) dz, ove a(z) è una funzione 010-

Ciclo 
non omologicamente tri viale 

Figura 6 . 

Non trivialità dell'omologia del toro (g = I) . 
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morfa (rispettivamente meromorfa) su ~. Esse formano ovviamente uno spazio 
vettoriale su C. 

Uno dei primi grandi risultati di Riemann è che, se le funzioni olomorfe su 
~ sono costanti (si suppone naturalmente che ~ sia compatta), non altrettanto 
accade per le I -forme olomorfe (dette di prima specie) e questo per ragioni do
vute al vincolo esercitato dal livello topo logico sul livello analitico-algebrico. 

Pili precisamente, sia ~ di genere g"" o. La sua omotopia e la sua omologia 
sono allora non triviali. Esistono su ~ dei cappi omotopicamente non triviali 
che non si possono contrarre a un punto entro ~, ovvero esistono dei cicli omo
logicamente non triviali (fig. 6) che non sono bordo di alcun disco di~. ~ dicesi 
non semplicemente connessa. 

Bisogna notare che tale difetto di connessione semplice non dipende qui da 
cause locali (come ad esempio nel caso del piano bucato) ma da cause globali. 

È facile vedere che, poiché ~ è di genere g, esistono 2g cicli omologicamente 
non triviali « indipendenti) (cioè tali che ogni ciclo omologicamente non triviale 
possa scriversi in modo unico come una loro combinazione) e che possono essere 
scelti come g coppie disgiunte (YI' al)'" (y y' ay) di cicli « coniugati ) (fig. 7) che 
generalizzano le nozioni di « paralleli ) e « meridiani ) del toro. 

Tagliando ~ lungo una tale base di cicli si ottiene una superficie (con bordo) 
semplicemente connessa. 

Si può allora far vedere che ad ogni coppia (Yi> ai) d'una tale base di cicli 
si può associare una I -forma olomorfa Wi in modo da soddisfare il seguente 

TEOREMA (Riemann). Le I-forme olomorfe Wl' ... , Wy formano una base del 
C-spazio vettoriale delle I -forme olomorfe ( cioè di prima specie). 

5) Le I -forme sono fatte per essere integrate lungo cammini di ~ e defini
scono per integrazione delle primitive. Il problema è di sapere se tali primitive 
sono uniformi su ~. Sia o un punto base di ~. Sia W una I -forma olomorfa o 
meromorfa. Per definire il valore in un punto a della primitiva F di w, si consi
dera un cammino Y che va da o ad a e si pone F(a) = f y w . Perché F sia uniforme 
in a, occorre e basta che l'integrale f y W non dipenda dal cammino Y scelto tra 
o ed a. Se YI e Y2 sono due tali cammini e Y il ciclo YI - Y2' la condizione ne
cessaria e sufficiente d'uniformità in a è pertanto f y w = o e la condizione neces
saria e sufficiente d'uniformità globale è f y w = o per ogni ciclo y. 

Si può dedurre da tale condizione che esistono essenzialmente due tipi di 

Figura 7. 

Base di cicli coniugati del doppio toro (g= 2) . 
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ostruzione all 'uniformità delle primitive, l'uno locale e l'altro globale. Si con-
~ 

sideri dapprima quello locale. Sia w = a(z) dz e b an(z - zo)n lo sviluppo di 
n~-N 

Laurent (che generalizza lo sviluppo di Taylor) nell 'intorno di un polo Zo di w. 
Nell'intorno di zo, F si ottiene integrando la serie di Laurent termine a termine. 
Se n oF - I , l'integrazione di (z _zo)n dà (z -ZO)n+l / (n + I ) che è uniforme. Se 
però n= - I , l'integrazione di (Z_ZO)-l dà log(z-zo) che è una funzione mul
tiforme. Infatti il logaritmo d 'un numero complesso Z = pe ifr è dato dalla formula 

(9) logz=logp+i(&+ 2Krc ), 

ove K E Z. Tale ostruzione locale all 'unifo rmità s'esp rime attraverso la nozione 
intrinseca di residuo. Il residuo di w in uno dei suoi poli Zo è il coefficiente a_l 
che ha un significato indipendente dalla scelta della coord inata locale z ed è dato 
dalla formula 

(IO) a-l=~fw, 
2Zrc y 

ove y è un « piccolo ,) ciclo (orientato positivamente) attorno a Zo ( ( piccolo » si
gnifica che y è contenuto in un intorno semplicemente connesso di zo) ' Se w 
ammette residui non nulli v'è ostruzione locale all'uniformità della sua primitiva 
F , poiché F presenterà singolarità logaritmiche. 

Si noti a questo proposito uno degli aspetti cruciali della solidarietà locale/ 
globale. 

TEOREMA DEI RESIDUI. La somma dei residui di una I-forma meromorfa su di 
una superficie di Riemann compatta b è sempre nulla. 

Applicando tale teorema alla I-forma [f' (z) dz]/ [f(z )-c] si mostra facil 
mente che una funzione f meromorfa su b prende esattamente lo stesso nu
mero di volte ogni valore c E C. In particolare il numero di poli di f (contati con 
la loro molteplicità) è uguale al numero dei suoi zeri (contati con la loro mol
teplicità) . 

Venendo ora al problema dell 'ostruzione globale all'uniformità, si eliminano 
dapprima le ostruzioni locali considerando soltanto le I-forme meromorfe pri
ve di residui . Si dimostra che questa condizione locale dipende dal livello dif
ferenziabile e si esprime affermando che il differenziale dw di w è la 2-forma 
nulla. Tali I-forme diconsi chiuse e si chiamano esatte le I -forme chiuse parti
colari che sono i differenziali w = df di o-forme (cioè la cui primitiva è uni
forme). Le forme esatte sono chiuse poiché d 2 = o. Le I-forme chiuse sono 
dunque le I -forme localmente esatte. 

Il primo risultato è che l'integrale Jyw di una I -forma chiusa w su un ciclo 
y dipende solo dalla classe d'omologia di y ed è dunque nullo se y è il bordo di 
un disco di b. L 'ostruzione globale all'uniformità delle primitive delle I-forme 
chiuse proviene dunque essenzialmente dal fatto che l' omologia di b è non 
triviale, cioè il suo genere non è nullo. Se y è un ciclo che non è un bordo, l'in
tegrale Jyw si chiama un periodo di w . Si ha il seguente teorema: 
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TEOREMA. Una I -forma chiusa w è esatta se e solo se J y w = o per ogni ciclo 
y, cioè se e solo se tutti i suoi periodi sono nulli. 

In generale si possono considerare i funzionali lineari I che associano a un 
ciclo y un numero complesso I( y) che dipende linearmente da y . Diconsi chiusi 
i funzionali che si annullano sui bordi. Questi sono le forme lineari sullo spa
zio vettoriale Hl quoziente dello spazio dei cicli per lo spazio dei bordi. Il loro 
spazio Hl è dunque il duale di Hl (cfr. l'articolo c< Dualità » in questa stessa 
Enciclopedia) . Di qui il nome di spazio di coomologia attribuito ad Hl. 

La teoria co orno logica delle I-forme permette di risolvere concettualmen
te il problema degli integrali abeliani ed in particolare ellittici (si tratta del pro
blema inizialmente considerato da Riemann. Cfr. gli articoli c( Invariante », § 12, 

e « Funzioni », § 7, in questa stessa Enciclopedia). 
6) Come si è già notato, le primitive delle I-forme su una superficie di Rie

mann 2; possono essere multiformi. Si possono però rendere uniformi sul rivesti
mento universale! di 2;. Tale nozione di rivestimento è al centro della topologia 
algebrica. Data una superficie astratta 2; (connessa) si chiama rivestimento (non 
ramificato) di 2; una superficie 2; ' munita di una proiezione 7t : 2; ' -> 2; che è 
un omeomorfismo locale di fibra discreta. Ciò significa che l'immagine inversa 
mediante 7t di un aperto abbastanza piccolo il di 2; è una c( pila » di aperti di 2; ' 
omeomorfi a il. Il caso banale è quello in cui 2; ' è globalmente una c< pila» di 
esemplari di 2;, cioè il prodotto diretto di 2; per una fibra discreta. 2; ' è allora 
non connessa. Il caso non banale è quello in cui 2; ' è connessa. Per esempio 
identificando le coppie di punti antipodali di una sfera S2 si fa di S2 un rivesti
mento connesso a due fogli del piano proiettivo reale. 

La teoria dei rivestimenti fornisce un ottimo esempio di unità della matema
tica, cioè d'isomorfismo tra teorie i cui domini di oggetti sono molto diversi. 
Essa è infatti formalmente identica alla teoria di Galois delle estensioni algebri
che dei corpi . 

Rip rendendo in esame le superfici di Riemann, esse possiedono rivestimenti 
che sono ancora superfici di Riemann. Peraltro esiste un teorema di classifica
zione delle superfici di Riemann semplicemente connesse. 

TEOREMA (Koebe). Ogni superficie di R iemann semplicemente connessa è ana
liticamente isomorfa alla sfera di Riemann C (cioè alla retta proiettiva complessa 
Ptj, oppure al piano complesso C, oppure all'interno il del disco unità di C. 

Osservazione: La struttura analitica di il ne fa un modello del piano iper
bolico (cfr. § 2. I) . A ciò è dovuto il fatto che la geometria iperbolica è rientrata 
nell'universo standard di ogni matematico. 

Perciò ogni superficie di Riemann si ottiene come quoziente di C, C oppure 
il rispetto a un gruppo di automorfismi della loro struttura analitica. In partico
lare è questo il caso per le superfici di Riemann compatte. Il genere o corri
sponde a C, il genere I (curve ellittiche) ai quozienti di C rispetto a dei reticoli, 
i generi g> I a quozienti di il rispetto a gruppi (discreti) di automorfismi della 
sua struttura iperbolica (gruppi fuchsiani). Se allora si considera una I -forma 
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(ù su una superficie di Riemann compatta b, e se si suppone che sia chiusa, cioè 
che l'ostruzione all'uniformità della sua primitiva F sia globale e proven$a dal
l'omologia non triviale di b, tale ostruzione scompare allorché si risale a b. Cal
colata in 1:, la primitiva P di (ù diventa globalmente uniforme. Dire che F è già 
uniforme su b è quanto dire che i suoi periodi sono nulli. 

Osservazione: Si è visto che nella concezione riemanniana z poteva essere con
siderata solo localmente come una variabile indipendente e che globalmente z 
era in effetti la proiezione d'un rivestimento ramificato z : b -+ C. Si può dire 
ora che 1: è il luogo ove z ritorna ad essere globalmente una variabile indi
pendente. 

Per concludere la rapida rasseg!la dello straordinario rimescolamento di idee 
e di risultati generati dall'introduzione (da parte di Riemann) della dialettica 
locale /globale nella teoria delle funzioni analitiche, andrebbe ancora ricordato 
il celeberrimo teorema di Riemann-Roch per il quale si rimanda agli articoli 
« Geometria e topologia » e « Invariante ) in questa stessa Enciclopedia. 

La generalizzazione di tale sintesi in dimensione superiore si è rivelata irta 
di difficoltà (teoria delle superfici algebriche prima, degli insiemi algebrici poi) 
e ha rappresentato la punta avanzata di tutta la geometria algebrica contem
poranea. 

Può allora sembrare che l'assenza di solidarietà locale /globale nel caso diffe
renziabile tolga ogni speranza di stabilire in tal caso una sintesi di cosi vasta por
tata teorica e concettuale. Ma si vedrà che ciò è completamente falso e che la to
pologia differenziale moderna conduce a una nuova dialettica del locale e del 
globale che, pur essendo molto diversa da quella cui è stato fin qui accennato, 
non è meno armoniosa ed elegante. 

4. L'opposizione locale /globale nella teoria delle funzioni: il caso differen
ziabile. 

4.I. Il paradigma catastrofista. 

Sia f : R -+ R una funzione e"" di una variabile reale a valori reali. Si è visto 
al § 3.1 che se essa non è analitica non sussiste alcuna solidarietà globale delle 
sue determinazioni locali. In modo intuitivo si può dire che la sua consistenza 
« non si traduce in formule ) : non esiste espressione simbolica (algoritmo) che 
permetta di calcolare J. Jaturalmente i metodi del tipo sviluppo di f in serie di 
Fourier permettono di approssimare J. Ma ciò non scioglie il nodo « filosofico ) 
consistente nel fatto che l'identità dif è ideale (non costruibile). Si può dunque 
subito ipotizzare che il principio d'identità concreto proprio dif sia qualitativo, 
cioè strettamente piu debole del principio d'identità classico e deve dunque es
sere definito come una relazione d'equivalenza (che verrà indicata con"') sullo 
spazio 3" delle funzioni e"" da R in R. Bisogna perciò concettualizzare quest'equi
valenza che deve essere naturale. 
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Si consideri il grafico di j. Si tratta di una curva Cf del piano R2. Si vuole 
che le funzioni] e g rappresentate nella figura 8 siano equivalenti. Cosa c'è di 
comune tra] e g? Qual è il dato qualitativamente invariante che determina fe
nomenologicamente l'equivalenza] ~ g? 

Il lettore intuirà facilmente che tale dato si riduce all 'informazione finita e 
locale che costituisce la « configurazione critica » di], cioè: 

a) il numero dei punti critici di] (ossia dei punti a tangente orizzontale di 
Cf) e il loro tipo (massimo o minimo). Nell'esempio considerato, due mi
nimi mI e m2 e un massimo MI; 

b) l' ordine mI < MI < m2 di questi punti critici; 
c) l'ordine ](m1) <](m2 ) <](M]) dei valori critici corrispondenti. 

In base a una tale configurazione critica esiste un solo modo di ricostruire ] 
a meno di equivalenze: la configurazione critica di] determina il suo tipo qua
litativo globale (fig. 9). 

Certo, questa intuizione di cui il lettore dovrebbe fidarsi s' imbatte subito 
- come del resto ogni intuizione - in notevoli difficoltà. I punti critici di] pos
sono infatti essere piti complicati che non dei semplici massimi o minimi (pos
sono essere degeneri: cfr. oltre). Nonostante tutto, tale intuizione radicata nel
la fenomenologia della percezione è originaria per un nuovo tipo di dialetti
ca tra locale e globale, il quale è matematizzabile e spalanca un vero e proprio 
universo. 

Verrà dapprima mostrato che la nozione di tipo qualitativo introdotta in 
modo intuitivo corrisponde infatti esattamente al principio naturale d 'identità, 
che tiene conto dei seguenti fatti: a) ] è un'applicazione tra uno spazio sor
gente e uno spazio bersaglio; b) il livello di struttura che si considera è quel
lo differenziabile. 

Il punto a) può essere abbordato in un contesto generale (in qualche misura 
è universale) . Sia C la categoria (cfr. l'articolo «Applicazioni » in questa stessa 
Enciclopedia) degli insiemi muniti di un certo tipo di struttura. Sia Hom(M, N) 
l'insieme dei morfismi] : M ~ N tra due oggetti M ed N di C, ossia l'insieme 
delle trasformazioni che rispettano la loro struttura. Quale sarà l'identità strut
turale, cioè il grado di discernib ilità di un elemento]EHom(M, N)? Essa deve 

Figura 8. 

Equivalenza qualitativa di due fun zioni. 



Locale/globale 

« corrispondere » al grado di discernibilità degli elementi della sorgente (M) e 
del bersaglio (N) di f. Orbene, l'indiscernibilità degli elementi di un oggetto X 
di C è misurata dalle «simmetrie interne » di X , ossia dal gruppo degli automor
fismi di X, o in altri termini dal gruppo delle permutazioni di X che lasciano in
variato l'insieme delle interrelazioni strutturali tra gli elementi di X. Si arriva 
dunque in modo naturale alla seguente definizione . Sia CM (rispettivamente 
CN ) il gruppo degli automorfismi di M (rispettivamente di N). Il prodotto di
retto C = CM X C N opera in Hom(M, N) e definisce in esso delle classi d' equi
valenza. 

DEFINIZIONE. Siano i e g due elementi di Hom(M, N) . i e g sono equivalenti 
(f "'g) se esistono un automorfismo rp E C N e un automorfismo ~ E C M tali che il 
diagramma 

sia commutativo, cioè tale che g = \jJ o i o rp - l. 

Passando allora al punto b) , poiché il livello di struttura considerato è quello 
differenziabile, si devono considerare il gruppo Diff R dei diffeomorfismi di R 
(cioè degli automorfismi della struttura differenziabile di R) e l'azione di C = 
= Diff R x Diff R sullo spazio ~ delle funzioni e~ di R in R : i, g E ~ saranno 
equivalenti se esistono rp, ~ E Diff R tali che g = ~ o i o rp - l. Orbene, è facile ve
dere che ciò che è comune a una classe d 'equivalenza, o in altre parole ciò che 
è invariante rispetto all'azione di C, è esattamente la configurazione critica delle 
funzioni. Piti precisamente, se X o è un punto critico di f, la serie di Taylor 
Tx'! di i in Xo inizia (a parte il termine costante i(xo)) con un termine 
(x-xo)n[fn(xo) /n!]. L 'intero n dicesi ordine del punto critico. I diffeomorfi
smi mantengono l'ordine dei punti critici e il segno di r(xo) (cioè la qualità 
di minimo, d i massimo o di punto di flesso anche degenere) come anche l'ordine 
rispettivo dei punti critici e dei valori critici. 

f(Mll ----------., 
I 

f(m2l ----- -----+----~ 

----, 

Figura 9. 
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m, 

L a configurazione critica di f determina globalmente il suo tipo q ualita tivo. 
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Osservazione: Ciò che s'è detto vale solo per quei diffeomorfismi di R che 
si ottengono per deformazione dell 'applicazione identica di R. Se si accettano 
i diffeomorfismi di R ottenuti per deformazione della simmetria x~ - x , viene 
globalmente invertito sia l'ordine dei punti critici, sia quello dei valori critici, 
sia entrambi. L'essenziale è però che un diffeomorfismo non può invertire tali 
ordini parzialmente e passare per esempio dall'ordine mI < MI < m2 <M2 all 'or
dine mI <M2 < m2 < M I • 

Ciò ch'è stato dunque battezzato il tipo qualitativo di f è semplicemente il 
suo tipo differenziabile. Questa nozione cruciale chiarisce e riduce in maniera 
sostanziale lo scarto, di cui al § 3.I, tra la struttura locale di una funzione dif
ferenziabile e il suo svilup po di Taylor. Sia fE J. I troncamenti successivi di 
Tx.,J che esprimono la migliore successione di approssimazioni locali di f me
diante polinomi diconsi getti di f in Xo' Sebbene TxJ non rappresenti fin xo, 
può ragionevolmente avvenire che f sia localmente equivalente ad uno dei suoi 
getti. In tal caso si afferma che f è di determinazione finita in xo. Se per esempio 
l' (xo) ~o, si può dimostrare chef è determinata dell'ordine I in Xo: mediante un 
cambiamento differenziabile di coordinate, f si scrive in un intorno di X o nella 
forma f(x) = f(xo) + (x-xo) l' (xo)' Analogamente, se Xo è un punto critico d'or
dine 2 (punto critico non degenere),j è determinata dell' ordine 2 in xo: median
te un cambiamento differenziabile di coordinate f si scrive in un intorno di X o 
nella forma f(x) = f(xo)+ (x- xo)2[r (Xo) /2J. 

La nozione di determinazione finita, che può essere generalizzata, è program
matica. Nel caso differenziabile si cerca di « trasferire » nei cambiamenti di coor
dinate lo scarto tra il differenziabile e l'analitico-algebrico e si analizza « ciò che 
resta » dopo tale passaggio. Nei casi favorevoli, ciò che resta è algebrico e per
mette dunque il calcolo. Ecco uno dei tanti esempi. Sia X un campo di vettori 
e~ su una varietà differenziabile M. Ciò significa che ad ogni punto x di M 
si associa un vettore X(x) tangente ad M in x e che varia in modo differenzia
bile al variare di x . Dato un punto O di M, si vuoi sapere se, a meno di equi
valenze, X è localmente di forma semplice in O. Se X(O)~o, il classico teo
rema d' esistenza delle soluzioni di un' equazione differenziale del prim'ordine 
afferma che X è equivalente nell'intorno di O ad un campo costante. Se X(O) = 

= o, cioè se O è un punto singolare del campo X, si tratta di sapere sotto quali 
condizioni X è localmente determinato dal proprio getto d'ordine I ossia equi
valente al campo lineare X di coordinate 

(ave (Xl' ... , xn ) sono coordinate locali di M in O ed X i le coordinate di X). In 
tal caso si dirà che X è linearizzabile (in O). Sia A la matrice n x n 

A = (ÒXi(O»). 
òXj 
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È facile dimostrare che i suoi autovalori À I , ... , Àn sono degli invarianti del tipo 
differenziabile di X. Si ha allora il seguente risultato: 

TEOREMA DI POINCARÉ-STERNBERG . Se per ogni n-pIa (il' ... , in) d'interi tali 
n 

che il+ ... +in;:::z, e se per ognijE(r, .. . ,n) si ha )'j -'[)kÀ" "",O, allora X è li-
nearizz abile ( in O) . k~ l 

[Per la dimostrazione di tale teorema e delle sue conseguenze ci si può rife
rire a Roussarie r 975]. 

Ma si può andare ben piu lontano. Lo spazio 3 è infatti munito d'una topo
logia, detta topologia e~ , adattata al livello differenziabile, ossia la topologia 
della convergenza uniforme di f e di tutte le sue derivate sui compatti di R. 
Orbene dal momento in cui si dispone su un insieme di una topologia e di 
una relazione d'equivalenza è possibile definirvi una nozione di stabilità strut
turale. 

DEFINIZIONE. Si dice che f E 3 è strutturalmente stabile se esiste un intorno di 
f per la topologia di 3, tutti gli elementi del quale sono equivalenti ad j. 

In altri termini, f è strutturalmente stabile se il suo tipo qualitativo «( resiste l) 
a piccole deformazioni. 

Sia allora K l'insieme degli elementi di 3 strutturalmente instabili. K dicesi 
l'insieme di biforcazione (o l'insieme catastrofico) globale di 3. Qui s'introduce 
una nuova idea chiave: K è un sottospazio discriminante che classifica i tipi 
qualitativi stabili degli elementi di 3. È in effetti intuitivo che se si vuole pas
sare da un tipo stabile a un altro, il principio di continuità esige a priori che si 
passi per un tipo instabile intermedio, cioè che si attraversi K: K decompone 
3"K in «( cellule!> aventi per bordo K ed associate ai tipi stabili. Almeno nei ca
si semplici, K avrà una geometria relativamente tipica. Il problema sarà dun
que di vedere in qual misura la decomposizione di 3 in orbite di G (cioè in clas
si d 'equivalenza) può (deggersi l) sulla geometria di K (che è evidentemente G
invariante). Cosi nasce un nuovo paradigma, il paradigma catastrofista, che da 
una parte riposa sullo stato globale «( eccitato >) (nel senso del § r) dell'universo 
matematico costituito dalla topologia differenziale moderna e dalla teoria delle 
singolarità, dall'altra dà adito a una fusione totalmente nuova dei principi della 
filosofia naturale (cfr. l'articolo «( Catastrofi » in questa stessa Enciclopedia). La 
forza di tale paradigma proviene dal fatto che offre la prima interpretazione ma
tematica globale e coerente di un fenomeno universale che la scienza classica ha 
sempre tentato di rifiutare e che la filosofia , al contrario, ha sempre fatto di tutto 
per conservare, cioè quello della trasformazione delle forme. 

Se ne indicherà ora qualche aspetto. 
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4.2. Stabilità e trasversalità . 

Un primo problema è quello di trovare dei criteri intrinseci e geometrici che 
caratterizzino la stabilità strutturale definita per ora in modo puramente « ester
no » rispetto a uno spazio globale ::r. Si riprenderà il caso in cui ::r è uno spazio di 
funzioni differenziabili f : M ~ R di una varietà differenziabile M nella retta reale 
(teoria di Morse). Si accennerà invece qui a un problema risolto da Whitney che 
dà origine al « programma di Thom-Smale » sullo studio delle singolarità delle 
applicazioni differenziabili (per i legami con la struttura di M cfr. oltre, p. 472). 

Si analizzino ora dal punto di vista « fenomenologico l), ossia qualitativo, le 
applicazioni differenziabilif: R2~ R2 del piano in sé. Una talefassocia a un 
punto x= (xl> x2) di R2 un puntof(x) = (fl(X1, x2), f2(X1, x2)) di R2. Localmen
te due casi sono possibili: f è un diffeomorfismo oppure f non lo è. Nel primo 

caso la jacobiana J(x) di f in x, cioè la matrice 2 x 2: (Òfi(x)) (i, j = I, 2), ma-
ÒXj 

trice dell 'applicazione tangente Dz f: Tx R2~ Tf (Z) R 2 di f in x (cfr. l'articolo 
« Differenziale » in questa stessa Enciclopedia), è invertibilé, cioè a determinante 
non nullo. Si dice allora che x è un punto regolare dif. Se x è regolare,! è local
mente equivalente all'applicazione identica Id : R2~R2 ed è dunque in un cer
to senso localmente banale. L' « informazione » che caratterizza fenomenologica
mentef non può dunque provenire che dai punti in cuif non è un diffeomorfismo 
locale, cioè dai punti in cui la jacobiana non è invertibile. Tali punti diconsi pun
ti singolari o punti critici dif. Si ritrova dunque, in un piti largo contesto, l'idea 
di « configurazione critica l) . Ma la struttura singolare di f può essere estrema
mente complicata e può percorrere tutti gli stadi che vanno dalle applicazioni 
massimamente singolari quali le funzioni costanti alle applicazioni ovunque rego
lari quali i diffeomorfismi globali del piano. La grande idea dovuta a Whitney è 

a) 

Figura lO. 

l due modelli canonici d el teorema di Whitney: a) piega, b) increspatura. 
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allora quella di limitarsi alle applicazioni strutturalmente stabili e di dimostrare 
che il vincolo di stabilità è abbastanza forte per classificare le possibili singo
larità di j. 

TEOREMA DI WHITNEY. Se f è un'applicazione differenziabile strutturalmente 
stabile del piano nel piano,' 

a) il luogo critico di f (cioè l'insieme dei punti critici di f ) è una curva regolare 
2: (eventualmente vuota) di R 2; 

b) l'immagine di 2: mediante f è una curva C di R2 che ammette come sole sin
golarità possibili punti di regresso isolati Yi; 

c) se x è un punto di 2: la cui immagine f( x) appartiene a C - {Y d, f è local
mente equivalente in x al modello canonico (xv x2) -- (Xl' xi); 

d) se x è un punto di 2: la cui immagine è uno dei Yi' f è localmente equivalente 
in x al modello canonico (xv x 2)-- (XlJ-XlX2+X~). 

È abbastanza facile visualizzare i modelli canonici c) e d) di tale teorema. 
Basta « storcere » la sorgente R2 (supposta immersa in R3) in modo chef diventi 
una proiezione. Ie! primo caso si ottiene una catastrofe detta catastrofe piega 
e ne! secondo una catastrofe detta catastrofe cuspide o catastrofe increspatura 
(fig. IO). 

Il contenuto e il valore del teorema di Whitney si chiariscono nell'ambito 
dei getti (cfr. l'articolo « Geometria e topologia », p. 684, in questa stessa Enciclo
pedia). L'idea fondamentale è allora che la stabilità dif s'esprime mediante pro
prietà di trasversalità (ibid., p. 683) delle immaginilf(R2) rispetto a certi sotto
spazi degli spazi di getti Jk(R2, R2). 

Ciò che può essere battezzato « programma di Thom » consiste nel generaliz
zare l'analisi fin qui vista alle applicazioni differenziabili tra varietà arbitrarie e 
nel cercare modelli canonici per le singolarità stabili (generalizzazione dei punti 
c) e d) de! teorema di Whitney). Gli strumenti algebrici fondamentali sono co
stituiti dal teorema di preparazione di Malgrange e dalla teoria della stabilità 
di Mather [tali argomenti si trovano esposti per esempio in Golubitsky e Guil
lemin 1973 e Poenaru 1974]. 

4.3. Genericità della stabilità. 

Dopo aver studiato certi criteri intrinseci di stabilità strutturale, è naturale 
domandarsi se tale proprietà soddisfa l'esigenza intuitiva secondo la quale ogni 
forma instabile può essere stabilizzata mediante piccole deformazioni. Si sa già 
che, per definizione, la stabilità strutturale è una proprietà aperta. Si tratta ora 
di sapere se è una proprietà densa. Questo problema è importante per il fatto 
che la non-densità può indicare dei limiti essenziali al concetto di stabilità. 

Questo problema è dominato da una parte da una proprietà topologica ge
nerale degli spazi funzionali che intervengono in questo tipo di riflessione, pro
prietà secondo la quale un'intersezione numerabile di aperti densi è un sotto
insieme denso (detto residuale) e dall'altra dal teorema di trasversalità di Thom, 
secondo cui generalmente le proprietà di trasversalità sono generiche (se si chi a-
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ma generica una proprietà soddisfatta su un insieme residuale) (cfr. il citato arti
colo «Geometria e topologial>, p. 685). 

Ecco due estreme conseguenze di questo fondamentale teorema. Si consideri 
dapprima il caso di applicazioni differenziab ili f : M ~ R. Sia n la dimensione 
di M e (Xl' X2, ... , Xn ) un sistema di coordinate locali in xEM. Sia X un punto 
critico , cioè Òf/ÒXl = ... = òf/ òXn = o in X (tale proprietà è intrinseca, ossia non 
dipende dal sistema di coordinate scelto). Si consideri la matrice simmetrica 
delle derivate seconde di f in x, detta hessiana di f in x, 

( 
ò2j ) 

H(x) = òXi òx/x) . 

Si dice che X è un punto critico non degenere di f se H(x) ha rango mas
simo n. 

TEOREMA. Genericamente i punti critici di un'applicazione f: M ~R sono non 
degeneri ed isolati. 

Dimostrazione: Localmente P(M, R) ha coordinate (Xl' ... , Xn ) per M, y 
per R e (~l' ... , ~n) per la fibra. Sia SI il sottospazio di P(M, R) degli I -getti 
(Xl' ... , Xn , Y, o, ... , o), X è punto critico se e solo seif(x)ESl . 

LEMMA. X è non degenere se e solo se if è trasverso in X ad SI' 

Dimostrazione: if è l'applicazione (differenziabile) che associa al punto 
(Xl> ... , xn) di M il punto 

(XI' ... , xn,j(x), Ò~l (x), ... , Ò~ (X)) 

di P(iVI, R ). La sua jacobiana in X è dunque la matrice a 2n+ I righe ed n co
lonne: 

o 
o 

o 

òf 

J= ÒXl 
ò2j 

òxi 
... 

o 

. , . ... 

o 
o 

òf 
ÒXn 

ò2f 

ÒX1ÒXn 
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Se u = (uv ... , un) è un vettore tangente ad M in x, la sua immagine mediante 
l'applicazione tangente a Pi è dunque il vettore di coordinate: 

Se x è critico, dire che Pi è trasverso in x ad SI significa che si possono ottenere 
in tal modo tutti i vettori (u, o, w). Ma ciò significa precisamente che l'equa
zione Hu = w è risolubile per ogni vettore w e dunque che H è invertibile, os
sia di rango massimo in x. 

Dato questo lemma, la prima parte del teorema è una conseguenza diretta 
del teorema di trasversalità. Quanto alla seconda, essa discende dal fatto che 
poiché SI ha codimensione n, se Pi è trasversa ad SI, Pi-1 (SI) è anche di co
dimensione n e dunque di dimensione o. 

Osservazione: Se x è un punto critico di i, i(x) dicesi valore critico di 
f. Si fa vedere con metodi analoghi che genericamente i valori critici sono di
stinti. 

Si consideri ora il caso delle applicazioni differenziabili i : M --> N ove N, 
invece di essere di dimensione piccola come R, è di dimensione «grande » ri
spetto a quella di M. Si può sperare che esisteranno sufficienti gradi di libertà 
affinché: a) i diventi genericamente un'immersione, ossia che in ogni punto di 
M l'applicazione tangente di i sia iniettiva (questa è una nozione locale); 
b) i diventi un'immersione iniettiva, od anche un'immersione regolare (em
bedding) (questa è una nozione globale). 

Tale è ad esempio il contenuto del seguente teorema di vVhitney che può es
sere ottenuto come corollario del teorema di trasversalità: 

TEOREMA DI IMMERSIONE (Whitney). Se dim N2. 2 dim M, le applicazioni 
differenziabili di M in N sono genericamente delle immersioni. 

Analogamente si dimostra che se dim N 2. 2 dim M + I le applicazioni dif
ferenziabili i : M --> N sono genericamente immersioni iniettive. Ciò non vuoI 
dire tuttavia che i sia un'immersione regolare poiché l'immagine i(M) di M me
diante i può essere talmente « ripiegata » su se stessa (n N che la topologia in
dotta su i(M) da quella di N può non essere omeomorfa a quella di M. Si può 
però dimostrare che se i è un'immersione iniettiva propria (cioè se l' immagine 
inversa mediante i di ogni compatto di N è un compatto di M), allora i è neces
sariamente un'immersione regolare. Se esistono dunque delle applicazioni pro
prie di M in N, il teorema di Whitney garantisce l'esistenza di immersioni re
golari di M in N. 

Ecco infine il risultato, completo e notevole, sulla densità delle applicazioni 
stabili. 
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TEOREMA DI MATHER. Le applicazioni strutturalmente stabili di una varietà 
di dimensione n in una varietà di dimensione p sono dense se e solo se 

a) p :::o: n +4 e P<7(P -n)+8 
b) o ~p-n~3 e p<7(p - n)+9 
c) p=n-I e p<8 
d)p=n-z e p<6 
e) P ~n-3 e P<7· 

In particolare per p = I (caso I: M -+ R), n = z e p = z (caso I : R2-+ R2), 
p:::o: zn (caso delle immersioni) le applicazioni strutturalmente stabili sono dense. 

Osservazione: Se s'indebolisce il tipo differenziabile nel tipo topologico, al
lora la stabilità strutturale è sempre una proprietà generica. 

4.4. Geometria discriminante. e catastrofi elementari. 

Si vedrà ora in che modo viene affrontato, nel quadro del paradigma cata
strofista, il problema dell 'instabilità . S'è visto che l'insieme di biforcazione glo
bale K dello spazio :r « geometrizza» la tassonomia delle forme stabili. Il pro
blema è dunque di analizzare, almeno localmente e se possibile globalmente, 
tali geometrie discriminanti. 

Sia dunque lE K una forma instabile. Bisogna descrivere la geometria di K 
nell'intorno di f. La situazione « ideale » sarebbe la seguente: 

a) La classe d'equivalenza G(f) dii è una «sottovarietà» (in generale di di
mensione infinita) di :r di codimensione finita (detta codimensione di f). 

b) Esistono localmente dei supplementari W di G(f), ossia delle sottova
rietà di dimensione uguale alla codimensione di I e trasverse a G(f) in 
I (si avrà dunque G(f) n W= {f}). Tali supplementari si diranno sezio
ni trasverse . 

c) La geometria della traccia di K su W, cioè la geometria della coppia 
(W, Kw = WnK) resta invariante allorché W varia nell'insieme delle 
sezioni trasverse. (W, K IV) si dirà modello trasverso di centro organizza
tore f. 

d) Localmente K è il prodotto diretto dell'orbita G(f) e di KJV (fig. II). 

In generale la situazione è molto piti complicata e la sua analisi si rivela gran
demente difficile. Ma nel caso delle applicazioni I : M -+ R di codimensione pic
cola si sono potuti dimostrare i punti a)-d). La cosa piti difficile è dimostrare 
il punto c), nella misura in cui ci si pone nel campo reale ove a priori potrebbe 
succedere che, quando Wvaria, certe parti di Kw diventino immaginarie. Il teo
rema di preparazione di Malgrange già citato è essenziale per la dimostrazione. 

I modelli trasversi di funzioni reali di codimensione inferiore o uguale a 4 
sono stati chiamati da Thom catastrofi elementari (cfr. l'articolo « Catastrofi» 
in questa stessa Enciclopedia). Eccone un esempio. 

Sia I : M -+ R una funzione instabile. Si può mostrare che esistono due cau-



Figura II. 

Struttura locale ideale di K nell'intorno d'una forma instabile di codimensione finita. 

Figura 12 . 

Gra fico di f( x ) = x 5 • 

N essuna radice reale Due radici reali Quattro radici reali 

Figura 13. 

Tipi fondamentali di funzioni stabi lizzate d i f(x) = x 5 • 

f 

Figura 14. 

Modello trasverso della singolarità x5 , detta coda di rondine. 
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se essenziali d'instabilità per le funzioni: I) alcuni punti critici sono degeneri; 
2) alcuni valori critici sono uguali. 

È allora possibile rendere I stabile mediante piccole deformazioni: a) facen
do « esplodere» i suoi punti critici degeneri in tanti punti critici non degeneri 
che li rigenerano per « collasso » o per « implosione »; b) separando i valori critici . 

Si ottiene cosi un insieme finito di stabilizzazioni distinte di I utilizzando 
funzioni instabili intermedie. Tali successivi gradi di stabilizzazione possono 
essere « letti » direttamente sulla geometria di un modello trasverso di K in f, sot
to forma di una stratificazione. 

Si consideri per esempio l'applicazione instabile I : R -+ R data da I(x) = x5
• 

Essa ammette l'origine come unico punto critico degenere. Il suo grafico Cf è 
una curva di R2 che ammette nell'origine un punto di flesso « appiattito » (fig. 12). 
La derivata dii vale 5x4 e diventa, per piccole perturbazioni , un'equazione ge
nerale di quarto grado che può genericamente possedere quattro radici comples
se a due a due coniugate, due radici complesse coniugate e due radici reali di
stinte, oppure ancora quattro radici reali distinte. Questi tre casi corrispondono 
ai tre tipi fondamentali di funzioni stabilizzate di I presentati nella figura 13. 

Poiché I non può piu diventare singolare per piccole deformazioni (infatti 
la proprietà di stabilità è una proprietà aperta e per questo il processo di stabi
lizzazione è irreversibile), è ovvio che ogni intorno sufficientemente piccolo di 
I è costituito da funzioni stabilizzate e da funzioni di transizione parzialmente 
stabilizzate (tab. I) ove gli m i (rispettivamente gli M i) indicano i minimi (rispet
tivamente i massimi) non degeneri. 

Fin qui si tratta soltanto di tassonomia (lista di casi) . Bisogna ora vedere co
me la morfologia discriminante K permette di geometrizzare tale tasso no mia. La 
singolarità x5 è una catastrofe elementare; perciò i punti a) e d) (p. 463) sono 
validi e basta dunque considerare un modello trasverso (W, Kw) (fig . 14). Si 
può dimostrare che x5 è una singolarità di co dimensione 3. 

La sezione trasversa W ha dunque dimensione 3. Kw geometrizza la tasso
nomia nella misura in cui: 

a) Kw è una superficie che decompone W in sette cellule aperte disgiunte 
corrispondenti ai sette tipi di funzioni stabilizzate di l; 

b) i gradi d'instabilità intermedi possono essere <detti » sulla stratificazione 
di K w che rende fenomenologica la decomposizione di K IV in orbite sotto 
l'azione di G. Piu precisamente KIV si compone di strati di dimensione 2 

(ossia di codimensione I) in corrispondenza alle instabilità di codimen
sione I che garantiscono le transizioni 1-21, 1-22, 2c3, 22-3, 3-4, 4-5, 4-6, 
5-2, 6-2, 5-7, 6-7, 7-2. Questi strati si incollano lungo strati di dimen
sione I (cioè di co dimensione 2) corrispondenti alle instabilità di codi
mensione 2 che garantiscono le transizioni 1-21-22-3, 21-3-4-5, 22-3-4-6, 
4-5-6-7, 2-5-7, 2-6-7· Infine tali strati si incollano nel punto l, centro 
organizzatore della morfologia; 

c) la morfologia K w è invariante quando si contrae W. Dal punto di vista 
topologico si tratta di una morfologia tipo « cono » di vertice f. 
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Tabella L 

Funzioni stabilizzate e parzialmente stabilizzate di transizione. 

r-2 . ~ 

3-2 • 

3-2 2. 

Nessun punto critico. 

Un massimo e un minimo. 
Vi sono due possibilità: 

Flesso semplice. Transizio
ne tra r e 2. Vi sono due pos
sibi lità (r-2 , e 1-22) a secon
da che collassi la coppia m" 
M" oppure la m" M,. 

Due minimi e due massimi. 
Tale caso, di complessità 
massimale, è unico. Si sup
porrà ch 'esso corrisponda al
l'ordine: 

Transizione tra 3 e 2 . Vi so
no due possibilità: 

Per collasso di In, ed M,. 

Per collasso di m, ed M,. 

7-5· 

7-6. 

1-2,-2,-3· 

2-5-7· 

2-6-7· 

1&
~ 

t·Iyk!f: 
y m.2 \ 

m, 

~ 
~ 
~ 
h,·7'\_v __ u __ , 

V,\ 
l 

Per collasso di m, ed M 2• 

m2 <m, <M, <M2• 

m2 < 111, <M, < iVI2• 

Per collasso di m, ed M,. 

Per collasso di 1112 ed M,. 

m, = 111 2 <IW, <]\1/2• 

Due punti di flesso . 

Un punto di fl esso all'altezza 
di m, (becco). 

Un punto di flesso all'altezza 
diM2• 

1II,=1II2 <M,=M,. 

Collasso di M" 1112 e 11I2 (cu
spide duale). 

Collasso di m" M, ed 1112 
(cuspide). 
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Osservazione: È chiaro in che cosa la stratificazione di K - che, si ricordi, 
coincide in questo caso con la decomposizione di K in G-orbite - è fenomeno
logica: per disegnare Kw « occorre e basta » disegnare la sua stratificazione, le 
linee di autointersezione e i suoi spigoli di regresso. Benché in apparenza ano
dina, questa osservazione ha una grossa portata filosofica poiché mette in luce 
il fatto che le morfologie discriminanti che geometrizzano le tassonomie evi
denziano un'intuizione originaria. Inoltre, per l'ipotesi ontologica della teoria 
delle catastrofi questa intuizione originaria viene ad essere donatrice di signi
ficato. 

Il modo con cui K w geometrizza la tassonomia dei successivi stabilizzati di 
i è rappresentato nella figura 15, che va attentamente esaminata. 

4-5. Dispiegamento universale. 

In ciò che precede W è una sezione trasversa, in J , dell'orbita G(f) di j. 
D'altronde, poiché W è una sottovarietà di J di dimensione n = codim i, essa 
è diffeomorfa ad un intorno U dell'origine di Rn, grazie ad un diffeomorfismo 
cp : U -+ W. Siano allora u = (uv ... , un) le coordinate di U e (gl' ... , gn) le im
magini mediante cp dei vettori unitari di U (si può supporre che U contenga la 
sfera unitaria di Rn). Ogni funzione g di W si scrive g = i + u1g1 + ... + ungn = iu. 
W si può dunque interpretare come una famigliaiu di funzioni parametrizzate 
da U. In generale si chiama dispiegamento di i ogni famiglia !t parametrizzata 
da uno spazio di controllo (T, o) tale che io = j. Il dispiegamento ora conside
rato e che « esternalizza » in qualche modo la struttura di J nell'intorno di i è 
in una certa misura il « miglior » dispiegamento di i, poiché permette di rico
struire tutti gli altri. 

TEOREMA. Ogni dispiegamento il di i si può ottenere come immagine reciproca 
di iu mediante un' applicazione ~ : T -+ U unica al prim'ordine. 

iu prende il nome di dispiegamento universale dii, proprio perché risolve il 
precedente prob lema universale. 

Un problema tecnico e difficile è allora quello di trovare un modello cano
nico di dispiegamento universale sul quale sia possibile far calcoli. Nel caso 
della singolarità x 5 si dimostra che un modello canonico è iu = X5+UlX3+U2X2+ 

+u3x. Ciò permette di costruire K w con facilità. 
L'esistenza di dispiegamenti universali permette d'altra parte di mostrare 

che la teoria della stabilità delle applicazioni i : M -+ R è indissociabile da quella 
delle applicazioni i : M -+ N. Dire infatti che iu è un dispiegamento universale 
di i equivale a dire che l'applicazione F : M x U -+ R x U, che porta (x, u) in 
Uu(x ), u), è la piti semplice applicazione di questo tipo che sia strutturalmente 
stabile. 
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Figura 15. 

Geometrizzazione d ella tassonomia d elle successive funzioni stabilizza te di f(x) =x'. 
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4.6. La dialettica locale/globale nei dispiegamenti. 

I dispiegamenti delle singolarità forniscono un nuovo paradigma di dialettica 
tra il locale e il globale. La nozione di stabilizzazione (parziale o totale) intro
duce una relazione di preordine o di incidenza tra singolarità. L'asimmetria 
di questa relazione, esprimente in qualche modo l' irreversibil ità dei processi di 
stabilizzazione, puo sembrare un po' paradossale. Essa discende dal fatto che 
la proprietà di stabilità è aperta. Se dunque per « esplosione » di un punto critico 
o per separazione di valori critici di 1 si stab ilizza 1 in 18 per deformazione in
finitesimale , non si può «tornare » da 18 ad 1 che per deformazione finita . Me
diante deformazioni infinitesimali si puo soltanto, una volta raggiunta 18' otte
nere di nuovo 18' poiché 18 è stabile. 

La dialettica locale/globale inerente al concetto di dispiegamento si esprime 
allora col fatto che un modello trasverso ad una singolarità contiene modelli tra
sversi di tutte le singo larità incident i a questa. Si consideri per esempio un pun
to di transizione g del tipo 2-7: \yL') nel caso 1(x) = x 5

• g possiede come sola in
stabilità un punto di piega, ossia un punto di flesso semplice. Orbene, un punto 
di flesso semplice ammette come modello trasverso il modello unidimensionale 
della figura 16. Ma una qualunque sezione trasversa a Kw ing (cioè ogni arco 
trasverso in g allo strato di g) fo rnisce un tale modello (fig. 17). 

Si consideri analogamente un punto h del tipo 2-6-7. h possiede come unica 
instabili tà una cuspide; essa ammette come modello trasverso il modello bidi
mensionale della figura 18. Ma un tale modello è fornito da una qualsiasi se
zione trasversa a KTV in h (cioè una qualsiasi sezione piana trasversa in h allo 
strato unidimensionale di h) (fig. 19). 

U n modello trasverso (W, KlI') di 1 s' interpreta dunque come un incolla
mento di modelli trasversi delle singolarità incidenti ad j. Come dispiegamento 
del centro organizzatore j, (W, Kw) è una entità locale . Come incollamento di 
dispiegamenti piu semplici, (W, Kw) è invece un'entità globale. Se tale mo
dello venisse rappresentato, secondo quanto proposto da Zeeman, come una 
« parola » (globale) composta di «lette re » (locale), si concluderebbe che in tale 
curioso alfabeto cio che è «parola » composta è indistinguibilmente « lettera » ir
riducibile. La dialettica locale/globale, associata al concetto di dispiegamento, 

vv ' ------------------------~.~---------------------------
K w' 

h gura 16. 

Di spiegamento universale d'un punto di flesso semplice. 

16 
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Kw r-________________ ~ 

f 

Figura 17. 

Ogni sezione trasve rsa di Kw in g è un modello trasverso di g. 

Figura 18. 

Dispiegamento universale di una cuspide. 

f 

W' 
Figura 19. 

U na qualsiasi sezione trasversa di Kw in h è un modello trasverso di h. 
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fornisce dunque un paradigma in cui la nozione classica di livelli gerarchici e 
le opposizioni presunte universali semplice/complesso, composto/irriducibile, 
locale/globale, atomo/ammasso, componente/sistema, ecc . diventano non per
tinenti. Infatti questo paradigma geometrizza in u na certa misura quello della 
monadologia leibniziana. 

5. La teoria di 1Ilforse come passaggio dal locale al globale. 

Dopo aver indicato alcun i aspetti del paradigma catastrofista, si riprende ora 
la sua idea centrale, ossia che, nel caso differenziabile, il vincolo di stabilità 
strutturale permette di ripassare dal locale al globale , ma con modalità tutta di
versa da quella del prolungamento analitico. Il caso pili chiaro e pili tipico a 
tal riguardo è fornito dalla teoria di Morse e dalle sue applicazioni . 

5.1. Funzioni di Morse e presentazioni per anse. 

Si è visto che le applicazioni differenziabili f : M .... R sono genericamente 
quelle a) che ammettono solo punti critici non degeneri isolati; b) che possiedo
no valori critici tutti distinti. Tali funzioni si chiamano funzioni di Morse (su 
1I1f). Se ci si limita a considerare varietà M compatte al fine di evitare le insta
bilità dovute all'eventuale accumularsi dei punti critici all'infinito, si può dimo
strare che le proprietà a) e b) sono caratteristiche della stabilità strutturale. 

TEOREMA. Sia M una varietà compatta. f: M .... R è strutturalmente stabile 
se e solo se è una funzione di Morse. Essa ammette allora un numero finito di punti 
critici non degeneri aventi valori critici tutti distinti. 

Su di una varietà compatta esistono dunque due sole cause d'instabilità per 
le funzioni: il degenerare di punti critici e il coincidere di valori critici. La prima 
dà origine per dispiegamento all e catastrofi dette di biforcazione e la seconda al
le catastrofi dette di conflitto. 

Si vedrà ora che le funzioni di Morse sono intimamente legate alla struttura 
globale della varietà M. Siano f una funzione di Morse su M (di dimensione n) 
ed XE M un punto critico di f. Poiché x per definizione è non degenere, lo svi
luppo di Taylor Tx(f) dif in x inizia (dopo il termine costante f(x)) con la for
ma bilineare non degenere e simmetrica 

n ò2f 
hl Flh = L --(X)hJlj 

i.i~l ÒX i ÒXj 

ave h = (hl, ... , hn ) è un incremento di x e H l'hessiana di fin x. Per un risultato 
classico di algebra lineare una forma bilineare simmetrica non degenere è dia
gonalizzabile. Mediante un cambiamento lineare di coordinate si può dunque 
scrivere Tx(f) so tto la forma Tx(f) = f(x) - (h~+ ... + h%) +h%+1 + ... + h;, + termi
ni del terzo ordine. Il numero k di quadrati precedu ti dal segno - non dipende 
dal sistema di coordinate scelto e si chiama indice del punto critico. 
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Ma si può invero andare molto piu lontano nell'analisi della struttura locale di 
f nell'intorno di un punto critico non degenere. Un famoso teorema di Morse 
afferma infatti che i punti critici non degeneri sono determinati dell'ordine 2. 

TEOREMA (Morse). Sia XE iV! un punto critico non degenere d'indice k di 
f : M --+ R. Esistono in M coordinate locali tali che f si può scrivere nell'intorno di 
x nella forma canonica: f( x+ h) = f( x ) - (hi+ .. · +hZ) +h%+1 + ... + h;,. 

Sono dunque disponibili modelli locali canonici per i punti critici di una 
funzione di Morse . Si tratta di vertici (indice n), oppure di bacini (indice o), 
oppure di colli. Inoltre M può essere rappresentata nella forma di un « incolla
mento ~) di tali modelli . Uno degli aspetti piu manifesti del nuovo tipo di soli
darietà tra locale e globale già definito è che se n(k) è il numero di punti critici 

" d'indice k di f, la somma alternata L) -1)" n(k) è uguale alla caratteristica 
k- l 

d'Eulero-Poincaré X (M) di M (cfr. l'articolo citato « Geometria e topologia ~» ) . 
Orbene, X(M), che è l'invariante globale fondamentale di M, non dipende da]. 
Ancora una volta si constata che l'omologia del substrato influisce sulle entità 
derivate di tale substrato (in questo caso, sulle funzioni differenziabili a condi
zione che queste siano strutturalmente stabili). 

Uno degli aspetti piu interessanti della solidarietà locale/globale caratteri
stica delle funzioni di Morse è nella possibilità di ricostruire topologicamente la 
varietà substrato M per successivi incollamenti di anse associate ai punti cri
tici della funzione. L'analisi di tali presentazioni mediante anse e delle loro de
formazioni è quindi equivalente a quella dei cammini nello spazio 3" delle ap
plicazioni differenziabili f : M -+ R decomposto in cellule dall'insieme cata
strofico globale K (il cui complementare 3"0 è proprio l'insieme delle funzioni di 
Morse) . Genericamente, tali cammini attraversano trasversalmente gli strati K 1 

di codimensione 1 in un numero finito di punti e genericamente deformando 
tali cammini si attraversano al piu gli strati K 2 di codimensione 2 di K. Lo 
studio dettagliato di tali attraversamenti è all'origine di alcuni fra i piu signi
ficativi ed interessanti risultati della topologia differenziale moderna: ad esem
pio il teorema di h-cobordismo di Smale e il teorema di pseudo-isotopia di 
Cerf (e le loro estensioni dovute a Laudenbach e Chanciner [cfr. Batcher e 
Wagoner 1973]) che costituiscono delle tappe decisive per la dimostrazione della 
congettura di Poincaré (cfr. il § 13 dell'articolo (<lnvariante ~) in questa stessa 
Enciclopedia) . 

6. Strutture localmente triviali. 

Nelle tre sezioni precedenti si è fornito uno schema dei due casi tipici ed 
eterogenei di passaggio dal locale al globale riguardanti le funzioni . Nei due ca
si si è constatato che la dialettica locale/globale era indissociabile dal modo in 
cui il substrato delle applicazioni era esso stesso definito come incollamento di 
modelli locali. In questa sezione verrà un poco approfondita la nozione di in-
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collamento ed introdotto il « linguaggio ) della transizione dal locale al globale 
costituito dal linguaggio coomologico. Nella misura in cui le entità globali prese 
in esame saranno localmente equivalenti ad entità locali standard, esse saranno 
dette localmente triviali. 

6.I. Varietà differenziabili e livelli di struttura. 

Fin da quando fu intuiti va mente introdotta da Riemann, la nozione di varie
tà conteneva due idee chiave che sovvertirono totalmente l'intuizione spaziale 
classica: 

I) si possono localizzare le geometrie standard di R n e di cn e riglobalizzarle 
in modo non standard; 

2) si possono trattare come « punti ) entità che non sono punti geometrici. 
A tal fine basta che queste entità ammettano gradi di libertà interni che 
possano variare come punti geometrici. 

Tali idee rese esplicite da Hermann Weyl nel caso delle superfici di Riemann 
(varietà olomorfe di dimensione I) sono alla base del concetto di varietà, già 
presentato negli articoli « Applicazioni ), « Curve e superfici ), « Geometria e to
pologia ) di questa stessa Enciclopedia. 

Per tener conto dell'idea chiave 2) si parte da uno spazio topologico M local
mente omeomorfo ad uno spazio standard R". Tale spazio dicesi varietà topo
logica di dimensione n. Per definire strutture piti « rigide ) su M (differenziabi
li, analitiche, algebriche) si osserva che M, essendo localmente omeomorfa ad 
R", si ottiene incollando degli aperti V i' detti carte locali, omeomorfi ad aperti 
Vi di R", tramite omeomorfismi di incollamento (o di transizione), tutti tra loro 
coerenti, detti cambiamenti di carte locali. L 'idea è allora d'imporre condizioni 
supplementari a tali omeomorfismi di transizione. Cosi, rafforzando successi
vamente le condizioni imposte ai cambiamenti di carte locali , ne deriva una ge
rarchia di livelli di struttura il cui live llo base è quello topologico. Questo sem
plice punto di vista orienta la teoria verso una serie di importantissimi problemi 
il cui studio ha costituito uno dei principali motori della matematica d i questo 
secolo. 

Il primo problema è quello della classificazione delle varietà. Si tratta di « mi
surare ) quello che separa globalmente una varietà da uno spazio standard. L'esi
stenza di una gerarchia di livelli conduce a domandarsi dapprima quale sia il 
livello zero (classificazione topologica delle varietà: cfr. l'articolo « Geometria e 
topologia ), pp. 660-72). 

U na volta chiariti certi strumenti che permettono di abbordare la struttura 
del livello topologico, il problema della classificazione sbocca naturalmente nella 
seguente strategia: data una varietà munita d'una struttu ra d'un certo livello, si 
cerca di capire in che modo tale struttura vincoli i livelli superiori . Si può ad 
esempio partire da una varietà topo logica M e cercare di classificare le strutture 
differenziabili su M che inducono la sua topo logia. Questo difficile problema ha 
assunto una notevole importanza a partire dai lavori di Kervaire e Milnor sulla 
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struttura differenziabile delle sfere (teoria delle sfere esotiche): su certe sfere to 
pologiche esistono strutture differenziabili diverse dalla struttura standard. 

Inoltre, il problema della classificazione di tali strutture è in gran parte al
gebrizzabile. 

Si può anche partire da una varietà differenziabile di dimensione pari e cer
care di classificare le strutture olomorfe compatibili con la sua struttura diffe
renziabile. Ad esempio s'è visto che le curve ellittiche (superfici di Riemann 
compatte di genere r) sono tori , ossia quozienti di R2 mediante reticoli . Tutti i 
tori sono diffeomorfi , ma le curve ellittiche sono classificate mediante un inva
riante unidimensionale detto invariante modulare per cui si rimanda al citato 
articolo « Curve e superfici ». 

Un altro tipo di problema indotto dalla definizione stessa di varietà è quello 
di sapere in che misura un oggetto ottenuto per incollamento di modelli locali 
è identificabile a un sotto-oggetto d'un oggetto standard globale. Si tratta del 
problema delle immersioni regolari e piu in generale delle immersioni. In tale 
ambito particolarmente importanti sono i teoremi di tipo Whitney visti al 
§ 4.3, i problemi della teoria dei nodi (immersioni regolari di M = SI in R 3) e 
quello del rovesciamento della sfera S2 in R 3. 

6.2. Fibrazioni localmente triviali. 

Il caso forse piu importante di strutture localmente triviali è costituito dalle 
fibrazioni localmente triviali la cui nozione è stata sviluppata negli anni '30 nei 
lavori pionieristici di Whitney, Hopf e Stiefel. Molto spesso, per risolvere un 
problema o anche soltanto per porlo, si è condotti, data una varietà di base di 
tipo T (differenziabile, analitica, algebrica, ecc.), ad associare ad ogni punto 
x E M un' entità F x che varia in modo T in funzio ne di x. Si dice allora che Fx 
è la fibra al di sopra di x e che l' insieme E delle fibre Fx costituisce una fibrazio 
ne (di base M), Te: E~M, di fibra Te - 1(x)= Fx . 

Molto frequentemente la variazione di Fx in funzione di x è tale che in un 
intorno abbastanza piccolo U di x, E ristretto ad U possiede la struttura di un 
prodotto diretto U x F di U per una fibra tipo F, ove la fibrazione s'identifica 
localmente alla fibrazione, detta triviale, Te : U x F -+ U essendo Te la proiezione 
canonica. Si dice in tal caso che la fibrazione Te : E -+ M è localmente triviale 
(l.t.). Te si ottiene dunque per incollamento di modelli locali U X F. Se M è con
nessa, tutte le fibre Fx sono T-isomorfe alla fibra tipo F e ciò che caratterizza Te 

è dunque il modo con cui essa si discosta dalla fibrazione globalmente triviale 
M x F ~ 111. Ecco allora che si tratterà di elaborare un linguaggio generale atto 
a « misurare » questo scarto. 

Per fare ciò verranno ora introdotte due idee intuitive. Sia y : a~b un cam
mino sulla base M. Si parte dalla fibra Fa e si segue la sua T-variazione lungo y 
fino alla fibra Fb' Se y è un cappio (a = b) si ritorna su Fa. Intuitivamente la 
fibrazione ristretta al « cerchio » y non è triviale in quanto Fa tornerà su se stessa, 
ma « ruotata »: Fa torna globalmente in sé, In generale però non vi torna local
mente. Essa vi ritorna tramite uno dei suoi automorfismi. Per analizzare le fibra-
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zioni di fibra tipo F bisogna dunque anzitutto definire il gruppo G degli auto 
morfismi ammissibili di F. D'altra parte se y è un cappio omotopicamente od 
omologicamente triviale, sembra intuitivo che la fibrazione ristretta a y deve 
potersi deformare nella fibrazione triviale Fa --+ {a} e dovrà dunque essere glo
balmente triviale. Ci si aspetta perciò che la non-trivialità di it : E --+ M provenga 
da un delicato collegamento tra la struttura del gruppo G e l'omotopia o l'omo
logia di M. In tal senso le fibrazioni 1.t. integrano l'essenziale delle applicazio
ni della topologia algebrica allo studio delle proprietà globali delle varietà. Que
sta integrazione può del resto essere interpretata come una generalizzazione 
dell'analisi delle applicazioni di una varietà in un'altra. Sia infatti f; M --+ N 
una tale applicazione. Il suo grafico Cf è una sezione della fibrazione triviale 
it : M x N --+ M, vale a dire un'applicazione Cf : M --+ M x N che manda x in (x, 
f(x)), tale che it o Cf = IdM . Le sezioni globali di una qualsiasi fibrazione 1.t. 
it ; E --+ M, ossia le applicazioni (J: M --+ E tali che it o (J = Id11{, possono dunque 
essere interpretate come applicazioni generalizzate. Uno dei problemi fonda
mentali della teoria delle fibrazioni 1.t. concerne la costruzione di sezioni globali 
(quelle locali esistono per definizione). 

Si consideri per esempio una varietà differenziabile M di dimensione n. 
Lo spazio tangente Tx di M in x varia differenziabilmente con x e definisce una 
fibrazione 1.t. it ; TM--+M detta fibrato tangente a M. Una sezione di it è sem
plicemente un campo di vettori differenziabile su 1v1. Se 1'..1{ fosse un fibrato 
triviale si potrebbero costruire dei campi (, costanti )} su M. Ma ciò non avviene 
in generale. Si sa infatti che esistono varietà come la sfera S2 sulle quali ogni 
campo di vettori s'annulla necessariamente in certi punti (detti punti singolari). 
Ciò significa che ogni sezione di TM interseca la sezione nulla e che T/I'[ non è 
perciò globalmente triviale. Questa è una conseguenza di un teorema di soli
darietà locale/globale analogo a quello visto in teoria di Morse. Ad ogni punto 
singolare isolato di un campo X su M si può associare un numero chiamato il 
suo indice. Il teo rema dice che se litI è compatta e se tutti i punti singolari di X 
sono isolati (allora sono in numero finito), la somma degl'indici è uguale alla 
caratteristica di Eulero-Poincaré di iV!. 

Allorché il fibrato tangente T u d'una varietà M è globalmente triviale, si 
dice che litI è parallelizzabile. Ciò significa che si possono trovare n sezioni 
Xl' ... , X n di TM globalmente linearmente indipendenti, cioè tali che (Xl (x), 
... , X n(x)) sia una base di T x per ogni xE iltI. In altri termini si può spostare dif
ferenziabilmente un riferimento di Tx' La ricerca di criteri che assicurino che 
litI sia parallelizzabile è un problema difficile, interamente risolto nel caso delle 
sfere da F rank Adams [1962]' 

TEOREMA. Le sole sfere parallelizzabili sono S\ S3 ed S7. 

Tale risultato profondo e notevole è intimamente legato all'esistenza delle 
fibrazioni di Hopf delle sfere mediante sfere. Il suo corrispondente algebrico è 
il risultato che afferma che esiste struttura di corpo su Rn solo quando n = 2 

(numeri complessi), n = 4 (quaternioni) e n = 8 (numeri di Cayley). Le sfere 
parallelizzabili sono le sfere unità di tali corpi. 
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Per precisare il concetto di fibrazione l.t. (differenziabile), si considerino 
uno spazio di base M che è una varietà differenziabile , uno spazio totale E, una 
proiezione it : E - M, una fibra tipo F e un gruppo G di diffeomorfismi di F. 
Sia GLI = ( Vi)iEL un sistema di carte locali di 1\11 che localmente trivializzano 
it : E- M. Ciò significa, in primo luogo, che sono assegnati dei diffeomorfismi 
di trivializzazione CfJ i sugli V i che rendono commutativi i diagrammi: 

<Iii 
VixF ~ it - l(Vi ) 

'\. /" 
Vi 

Per ogni XE Vi' CfJi definisce pertanto un diffeomorfismo di cambiamento di fibra 
CfJi,x : F -.::; Fx = it - l (x). 

In secondo luogo, significa che i CfJ i,x soddisfano alla condizione d'incolla
mento « Se i, i El sono tali che Vin V j # 0, allora per ogni XE Vin V j , &ij(X) = 
= CfJi,i o CfJj,x : F - F è un elemento di G » (che varia in modo differenziabile con 
x se G è un gruppo differenziabile). 

È allora banale verificare che se i,i, k EI sono tali che vin vjn V k# 0 , 
.s'ij ' &jk> e & ik sono legati dalla relazione fondamentale &ij&jk&ki = I (si noti che 
&ki=&iA?) , 

Questa relazione permette di esprimere quanto precede in modo piu con
cettuale, in termini che condurranno alla coomologia di Cech. Il ricoprimento 
aperto GlJ = (Vi);E ! di M induce una struttura combinato ria K detta simpli
ciale sull'insieme I degl'indici. Gli o-simplessi sono gli elementi di I. Gli 1-

simplessi le coppie (i,i) tali che V in V j # 0. I 2-simplessi le teme (i , i , k) 
tali che Vin VJn V k # 0, ecc. Si possono poi addizionare formalmente i sim
plessi . Il complesso simpliciale K viene detto scheletro del ricoprimento GlJ. 
Esso esprime il modo con cui per M si pone il problema dell'incollamento: 
se M fosse uno spazio standard , GLI potrebbe ridursi a un unico elemento e K 
sarebbe allora triviale. L 'altro dato del problema è il gruppo strutturale G. Per 
ogni aperto V di M si indichi con f( V) l'insieme dell e applicazioni (differen
ziabili se G lo è) -& : V-G . Se .s' E f( V) e V c V, -& induce per restrizione a V 
un elemento -& Il' di f (V). Dicesi prefascio su JV! a valori in G un tale dato. 
Si tornerà su questo concetto al § 7.1. Se s è un simplesso di K, ad esso si as
socia il gruppo f s= f( n GLI) ove n"lt è l'intersezione (non vuota) degli aperti 

8 8 

di GLI il cui indice appartiene ad s. Si definisce cosi quello che si chiama sistema 
di coeffici enti che permette allora di definire naturalmente la nozione di co
catena. 

DEFI N IZIONE . V na p-cacatena associa ad ogni p -simplesso s un elemento del 
gruppo f ". 

U na o-cocatena associa dunque ad ogni o-simplesso iE I un'applicazione 
CfJi : V i - G. Una I-cocatena associa ad ogni I-simplesso (i,i) di K un'applica
zione .s"ij : Vin Vj-G. na 2-cocatena associa ad ogni 2-simplesso (i,i , k) 
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di K un'applicazione t.V 'i.j. k v in Ujn Uk~ G, ecc. Il maggiore interesse di tale 
costruzione è di mettere in evidenza l'operatore cobordo che associa a una p
catena una (p + I )-cocatena detta il suo cobordo. Se ad esempio rp = (rp ,) iEi è una 
o-cocatena, il suo cobordo òrp è la I -cocatena .& che associa ad ogni I -simples
so (i, j) di K l'applicazione ,'fij = rp .i 1rpj (G essendo un gruppo , si possono com
porre le applicazioni a valori in G). Analogamente, se & = (&ij ) è una I -cocatena, 
il suo cobordo ò& è la 2-cocatena ~ che associa ad ogni 2-simplesso (i , j, k) di K 
l'applicazione t.V;jk= &ki.[lij&jk' S~ & è anch'esso un cobordo, &= òrp, allora 
ò& = rp k1rp irp i 1rp jrpjlrpk = 1. Si ha dunque ò2 = 1. 

Osservazione: Affinché ciò che precede sia naturale bisogna che il gruppo G 
sia commutativo. Si usa allora una notazione additiva e si ottiene &ij = - .[l'j ;, 

&ij =erp i -rpj, t.V ijl, ='&ij +.[l'j!.: +&k;, e ò2 =0. 

La relazione fo ndamentale ò2 = 0, analoga a quella incontrata a proposito 
dell 'omologia (cfr. il § 4 .3 dell 'articolo citato « Geometria e topologia )), per
mette di definire i gruppi di coomologia H P(Gll, G) del ricoprimento GlJ a coeffi
cienti in G. f[P(GlJ , G) è il quoziente del gruppo delle p-cocatene a cobordo nullo 
(dette p-cocicli) rispetto al sottog ruppo delle p-cocatene che sono cobordi [per 
maggiori dettagli si veda il classico Godement 1964] ' 

A parte le difficoltà dovute alla non-commutatività, si può affermare che 
dare una fibrazione l.t. è essenzialmente equivalente ad assegnare un I-cociclo 
a coefficienti in G. Si ha in effetti il teorema: 

TEOREMA. Se.[l, = (& ;j ) è un I-cociclo a coefficienti in G, esiste, a meno di equi
valenze, uno ed un solo fibrato l.t., di fibra F e di gruppo G, le cui & ii sono le appli
cazùmi d'incollamento. 

In tale descrizione la proprietà di trivialità globale si rivela essere d' ordine 
essenzialmente coomologico. 

TEOREMA. La fibrazl:one E è triviale se e solo se l'I-cociclo è un cobordo, cioè 
se e solo se esistono delle rpi : U i ~ G tali che & ij = rp i 1rp), 

Osservazione: L ' I-cociclo & che definisce E ha sempre l'aspetto di un co
bordo poiché , per definizione, le &ij sono della forma rp; lrpj' Le rp ; non sono pe
rò applicazioni di Vi in G. Per XE V i' rpi(X) non è un automorfismo di F ma un 
isomorfismo tra F ed Fx; esattamente in ciò consiste tutta la differenza. 

La teoria delle fib razioni l.t . si semplifica notevolmente quando ci si limita 
ai fibrati detti principali, ossia ai fibrati di fibra G e di gruppo strutturale G ope
rante su se stesso per traslazioni . Ad ogni fibrato l.t. si associa un fibrato prin
cipale definito dal medesimo I -cociclo; inoltre, per quello che precede, un fibra
to l. t. è caratterizzato, a meno di equivalenze, dal suo fibrato p rincipale associato 
e dall 'azione del suo gruppo strutturale sulla fibra tipo. 

Se la teoria dei fibrati principali è re lativamente semplice ciò è dovuto al fat
to che esiste un criterio semplice di trivialità . , 

TEOREMA. Un fibrato principale è triviale se e solo se ammette una sezione. 
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Tale risultato permette di capire il nesso tra il fa tto che le sfere SI, S3 ed 
S7 siano parallelizzabili e il fatto che esistano strutture di corpo su R2, R4 ed R8. 

Si tratterà ora del linguaggio coomologico che è per eccellenza il linguaggio 
di transizione dal locale al globale nella misura in cui permette di misurarne 
l'ostruzione. 

Inizialmente si consideri il caso semplice in cui il gruppo strutturale G è 
discreto. Tal è in particolare il caso delle fibrazioni l.t. elementari che sono i ri
vestimenti non ramificati. Si supponga che la base M sia connessa per archi e 
sia y: XO .... X l un cammino y(t)= xt, tEI di M. «Risalendo » nello spazio to
tale, si può seguire la fibra sopra y attraverso una famiglia d'isomorfismi 
ht : Fxo~FXt' Se G è discreto, il principio del rilevamento delle omotopie ga
rantisce che tale « traslazione » della fibra è unica e dipende soltanto dalla classe 
d'omotopia di y . Se in particolare y è un cappio, hl : F"'o -+Fxo è un elemento 
di G. Si definisce COSI un morfismo X.e : it](M)-+G che dicesi la classe caratte
ristica di E. X. è « caratteristica » nel senso seguente: 

TEOREMA. I) Due fibrati aventi lo stesso gruppo discreto sono associati, ossia 
di ugual fibrato principale, se e solo se le loro classi caratteristiche sono uguali. 
2) Per ogni morfismo X : itl(M) .... G esiste un fibrato principale E di gruppo G 
tale che XE = X. 

In tal caso la classificazione dei fibrati è ricondotta allo studio puramente 
algeb rico dei morfismi X. 

COROLLARIO. Se M è semplicemente connessa, ogni fibrato di gruppo G è 
triviale. 

Osservazione: Ciò mostra che l'ipotesi G discreto è essenziale. S2 è sempli
cemente connessa ma il suo fibrato tangente (avente gruppo strutturale il gruppo 
lineare non discreto GL(2)) è non triviale. 

Nel caso dei fibrati principali di gruppo qualsiasi, le classi caratteristiche si 
deducono in dimensione > I dalla successione esatta di omotopia. 

La nozione di classe caratteristica è l'inizio della teoria coomologica dei fibra
ti l.t., la quale misura l'ostruzione al passaggio dal locale al globale e in parti
colare l'ostruzione alla costruzione di una sezione globale. Si supponga che la 
base M di dimensione n sia assegnata sotto la forma di un complesso cellulare 
K, cioè triangolata da un numero finito di poliedri convessi pieni, di dimen
sione n. Per costruire una sezione globale di un fibrato l.t. it : E .... M l'idea sarà 
di supporla data sulle p -facce di K e di cercare di prolungarla alle (p + I)-facce. 
Si tratterà poi di misurare l'ostruzione ad una tale estensione . L'ostruzione al
l'estensione ad una cellula è descritta da un opportuno cociclo della fibra . La 
difficoltà proviene dal fatto che la coomologia della fibra, anche se sempre iso
morfa a quella della fibra tipo F, varia con la fibra. Si deve quindi considerare 
il fibrato l.t. che esprime tale variazione ed estendervi la teoria della coomologia 
(coomologia a valori in un fibrato di coefficienti). L'ostruziòne alla costruzione 
di una sezione globale di it viene allora misurata da una classe di coomologia 
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in questo nuovo senso; si tratta di una classe che di pende solo da Te e viene 
detta classe caratteristica di coomologia di E [cfr. Steenrod 1951]. 

A partire dagli anni' 50 il concetto di classe caratteristica è stato oggetto di 
sviluppi considerevoli e si è rivelato uno strumento essenziale alla compren
sione della dialettica locale /globale. 

6.3 . Linguaggio categoriale deU'incollamento. 

Per concludere questo paragrafo sulle strutture localmente triviali si noti che 
la nozione di incollamento può tradursi in termini puramente categoriali. Una 
tale traduzione è interessante poiché permette di trasportare la nozione di in
coUamento a situazioni in cui l'intuizione geometrica viene meno. 

Come s'è visto, una varietà topologica è uno spazio topo logico M munito di 
un ricoprimento aperto GlJ = (Vi )i El i cui aperti V i sono omeomorfi ad aperti 
di Rn. Per definire poi le strutture di livello superio re su M s'impongono certi 
vincoli supplementari agli omeomorfismi di transizione. Dal punto di vista ca
tegoriale, ciò equivale a considerare la categoria Top degli spazi topologici e la 
categoria piccola 0Tl dei modelli locali i cui oggetti sono gli aperti di R n (o di 
Cn ) e i morfismi sono gli isomorfismi locali differenziabili (o analitici). 

In generale, data una categoria e, una categoria (piccola) di modelli locali 
0Tl e un funtore inclusione I : 0Tl ~ e, si tratta di definire gli oggetti globali di 
e ottenuti per incollamento di modelli locali. Tale costruzione [per una espo
sizione dettagliata della quale si veda Appelgate e Tierney 1966-67] , oltre ad ave
re grande generalità, riconduce i problemi di incollamento all'analisi di strutture 
puramente categoriche associate all'esistenza di coppie di funtori aggiunti. 

7. Fasci e coomologia dei fasci. 

Nel paragrafo precedente ci si è occupati del passaggio dal locale al globale 
ottenuto per incollamento di spazi substrati. Ciò ha condotto al concetto di fibra
to localmente triviale e di sezione come anche al problema di prolungare le se
zioni. Prima ci si era interessati al passaggio dal locale al globale ottenuto per 
incollamento di funzioni. Esiste un intimo legame tra i due punti di vista. Si è 
visto, ad esempio, nel caso analitico, che il prolungamento analitico di una fun
zione olomorfa data localmente determinava il proprio spazio substrato. È dun
que augurabile disporre d'un linguaggio unitario e generale che sintetizzi i due 
punti di vista. Tale è il fine della teoria dei fasci di cui si daranno le definizioni 
di base. 

7.1. Fasci e spazi étalé. 

Nella teoria dei fasci il concetto primitivo è quello di Il sezione )}. L'idea è di 
definire in modo generale gli assiomi cui devono soddisfare certe entità affinché 
esse meritino il nome di sezioni; poi di costruire uno spazio Il fibrato)} (che non 
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sarà in generale un fibrato l. t.) le cui sezioni si identifichino con le sezioni date. 
Per poter parlare di sezioni, bisogna dipprima disporre di uno spazio di ba

se M che sia uno spazio topologico. Ad ogni aperto U di M si associa un insieme 
di sezioni su U che verrà denotato r (U). Il primo vincolo è allora che sia defi
nita la nozione di restrizione di una sezione. In altre parole se V c U è un sotto
aperto di U, bisogna poter associare ad ogni elemento I E r (U) un elemento 
f 1 Il E r (V) e ciò in modo che a) f 1 v = f , b) se W c V c U, (f 1 v)1 Tr = f 1 w (tran
sitività della restrizione). Questo vincolo si esprime molto facilmen te in termini 
di categorie. Sia 91l la categoria piccola i cu i oggetti sono gli aperti di M ed i 
morfismi le inclusioni di aperti . Affinché la nozione di restrizione sia definita, 
occorre e basta che i r (U ) costituiscano un funtore della categoria 91l * duale 
di 91l nella categoria 8; degli insiemi (cfr. il § 2 dell'articolo « Dualità » in questa 
stessa Enciclopedia) . Da cui la seguente definizione : 

DEFINIZIONE. Si chiama prefascio su M un f untore controvariante di 91l in 8; . 

È chiaro che i prefasci formano una categoria, precisamente la categoria 
(91l *, 8;) dei funtori di 9ll * in 8; . 

Sia dunque r un prefascio su M. È chiaro che se r è il prefascio delle se
zioni di M in uno spazio totale E, esso soddisfa alle due seguenti proprietà: 

(Fl) Sia ( Ui )'iEl una famiglia di aperti di M la cui unione è U e siano 
f, 1'E r (U). Se le restrizioni di f ed f ' agli Vi sono uguali, allora f 
ed l' sono uguali (se f =1' localmente, allora f =1' globalmente). 

(F2) Per ogni i El sia f i E r (Ui ). Se le l i sono compatibili, cioè coincidono 
sulle intersezioni Ui n Uj che sono non-vuote, allora esiste una se
zionefE r( U ) tale chef lui=fi per ogni iE I. 

DEFINIZIO NE. Un prefascio su M è un fascio se esso soddisfa gli assiomi (Fl) 
ed (F2) . 

Ora che si dispone d'una definizione assiomatica dei fasci , si tratta di sapere 
se ogni fascio astratto è rappresentabile come il fascio delle sezioni d'un « fi
brato » 7t : E -> M. 

Sia l).H la categoria degli spazi topo logici « al di sopra » di M, ossia la cate
goria i cui oggetti sono le applicazioni continue 7t : E -> iV! ed i morfismi i dia-
grammi commutativi 

Le inclusioni U cM definiscono banalmente una inclusione I : 91l-> l) M ' Si 
noterà che si riottiene cosi la situazione del § 6.3. 

Per soddisfare (Fl) si effettua un passaggio al limite atto ad assicurare che 
due sezioni uguali in un intorno di X E iV! sono effettivamente localmente uguali. 
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Sia '1lx il filtro degli intorni di x . Poiché la categoria degli insiemi ammette limiti 
induttivi, si può costruire il limite induttivo 

Ex = ~ (r(U), r(i)). 
i: V '--+- UE9J x 

Ex è la fibra in x dello spazio Er che si cerca. Sia Er la somma insiemistica degli 
Ex per XE M. Er è per definizione dotato d'una proiezione itr : Er --+ M. Sia 
fE r( U) una sezione del prefascio r su u. f possiede un'immagine f( x) in Ex 
per ogni X E U, immagine detta valore di f in x. Si viene cosi ad associare a f 
una sezione (nel senso insiemistico) f di Er sopra U. Si definisce allora la topo
logia di Er come la piti fine topologia che rende tutte le f continue. 

TEOREMA. Per la topologia di Er or ora definita la proiezione itr : Er --+ M di
venta un omeomorfismo locale. 

DEFINIZIONE. V iene chiamato spazio {( étalé l) su A1 ogni proiezione continua 
it : E --+ M che sia un omeomorfismo locale. 

Si è dunque costruito uno spazio étalé Er che rappresenta r, il CUI fa
scio delle sezioni r dicesi fascio associato a r. 

TEOREMA. Se il prefascio r è un fascio, allora r = r. 
Nella maggior parte dei casi i fasci che intervengono in geometria sono na

turalmente muniti d'una struttura algebrica, i r (U) essendo gruppi, anelli, mo
duli, ecc. e le applicazioni di r.estrizione essendo dei morfismi per tali strutture. 
Un caso fondamentale è evidentemente quello dei fasci di fu nzioni sulle va
rietà. Se ad esempio M è una varietà differenziabile (rispettivamente olomorfa), 
il fascio delle applicazioni differenziabili (rispettivamente olomorfe) f: U --+ R 
(rispettivamente f: U --+ C) ove U è un aperto di M, è un fascio di anelli detto 
il fascio strutturale di M e denotato ()J1 ' Molte proprietà globali di M si posso
no «leggere)} su ()NI ' 

Se i fasci hanno assunto una cosi grande importanza, ciò dipende dal fatto 
che offrono un'interpretazione funzionale del passaggio dal locale al globale alla 
quale si possono trasferire « fibra a fibra )} le nozioni fondamentali dell'algebra 
(cfr. il § 6.2 del citato articolo « Geometria e topologia»). 

7.2. Coomologia dei fasci. 

Come si è visto a proposito delle fibrazioni localmente triviali , la coomologia 
a valori in un fibrato d i coefficienti è lo strumento fòndamentale per misurare le 
ostruzioni al passaggio dal locale al globale. È dunque naturale cercare di pro
lungarne la definizione ai fasci; esistono essenzialmente due modi per introdurre 
la coomologia a valori in un fascio. Uno , detto coomologia di Cech, privilegia il 
modo in cui la base X è ottenuta per incollamento, mentre l'altro privilegia l'a
spetto algebrico del problema. Si tratta poi di confrontarli e di cercare condi
zioni necessarie e sufficienti (sia relative allo spazio di base sia ai fasci conside-
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rati) affinché essi coincidano (teoria delle successioni spettrali) [tali argomenti 
delicati sono esposti in dettaglio in Godement 1964; si veda anche l'articolo 
«lnvariante » in questa stessa Enciclopedia]. 

La coomologia dei fasci offre uno strumento notevolmente comodo e po
tente per l'analisi delle proprietà globali degli oggetti geometrici. 

8. L'opposizione locale /globale in aritmetica. 

Dopo aver esposto schematicamente certi aspetti della dialettica locale / 
globale in geometria, si vedrà perché e come tale dialettica può operare anche in 
aritmetica ed in modo non metaforico. Questo è chiaramente d'importanza capi
tale. Infatti a partire dal momento in cui la dialettica locale /globale si rivela im
manente ai «( substrati » ideali costituiti da un lato dallo spazio e dall'altro dai nu
meri, tutto fa credere che i metalinguaggi (categoriali) di incollamento sono 
in certa misura universali e devono perciò avere a che fare con un'immanenza 
logica. Su questo argomento si tornerà nella conclusione. 

8.1. Divisibilità, congruenze e numeri p -adici. 

Alcuni tra i problemi piti fondamentali e difficili dell 'aritmetica sono i proble
mi diofantei, consistenti, data un' equazione algebrica f(x]> ... , xn) = o a coefficienti 
interi o razionali, nel trovarne una soluzione intera o razionale . Il piti famoso di 
tali problemi è senza dubbio la congettura di Fermat, il quale afferma che per 
n~3 l'equazione diofantea xn+yn=zn è priva di soluzioni intere non banali. 

Il piti importante metodo di risoluzione delle equazioni diofantee consiste 
in approssimazioni successive basate sulla nozione di congruenza. 

Sia p un numero primo. È noto (si veda il § 5 dell'articolo «( Divisibilità » in 
questa stessa Enciclopedia) che l'anello quoziente Fp = Z /pZ è un corpo finito di 
caratteristica p, canonicamente incluso in ogni corpo di caratteristica p. Lavo
rare in Fp significa lavorare «( modulo p» . Sef(x1 , .•. , xn) = o è un'equazione dio
fantea a coefficienti interi, ad essa verrà associata la sua riduzione modulo p 
fp(x 1 , ••• , xn) = o ottenuta sostituendo i coefficienti di f con le loro immagini in 
Fp e se ne cercheranno le soluzioni in Fp • Si cercherà dunque dapprima di risol
vere la congruenzaf(x], .. . , xn)=o (mod p) che è molto piti semplice del pro
blema iniziale. 

Ma la congruenzaf=o (modp) è un'approssimazione estremamente grosso
lana dell'equazione diofantea f = o. Si è dunque portati a rendere piti fine tale 
approssimazione da una parte facendo variare p nell'insieme 9' dei numeri pri
mi, dall'altra cercando soluzioni modulo le potenze successive ps di p. Il proble
ma diventa ovviamente quello di dominare il «( passaggio al limite », quando s di 
venta infinito, di tali approssimazioni sempre piti fini. 

Se (al> ... , an)E Zn è una soluzione intera dif=o, è chiaro che si avràf(a1 , 

... , an)=o (mod pS) per ogni numero primo pE9' ed ogni 5>0. Si tratta di 
sapere sotto quali condizioni esiste una reciproca. Tale problema è altamente 
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non banale nella misura in cui le soluzioni possibili dif=.o (mod pS) (suppo
nendo ch'esistano per ognipe9' ed ogni s>o) non hanno a priori alcuna ragione 
di essere tra loro compatibili. 

U no dei primi grandi risultati in tal campo è il teorema di Minkowski sulle 
forme quadratiche. 

11 

TEOREMA (Minkowski). Sia f(x 1, ... , xn) ~ ~ C,jjXiXj una forma quadratica a 
~,J- l 

coefficienti razionali. Se la congruenza f =. o (mod pS) ammette una soluzione non 
banale (ossia diversa da (o, ... , o)) per ogni p e 9' e ogni s > o, e se l'equazione f = o 
ammette una soluzione reale non banale, allora l'equazione diofantea f = o ammette 
una soluzione razionale non banale. 

Si vedrà ora perché tale teorema è paradigmatico del pa saggio dal locale al 
globale in aritmetica. Per questo è utile ricordare la nozione di numero p-adi
co dovuta a H ensel: si tratta di numeri rappresentati sotto la forma di serie 

00 

L anpn a coefficienti an nel corpo finito Fp (cfr. il citato articolo « Divi ibilità »). 
n- o 
Hense1 doveva lavorare modulo p' facendo tendere s all'infinito e doveva dunque 
riuscire a controllare il «passaggio al limite » delle congruenze modulo P". Di 
qui l'idea di trasportare all'aritmetica il paradigma di appro simazioni successi
ve costituito dallo sviluppo di Taylor, cioè di rappresentarsi la successione delle 
congruenze modulo p come la successione dei troncamenti succes ivi d 'uno svi
luppo infinito. Orbene, se si tiene presente tale analogia non tanto da un sem
plice punto di vista tecnico quanto da un punto di vista concettuale, si consta
ta subito ch'essa conduce all'idea notevole che un numero intero n sia in certo 
qual modo una «funzione » sull' «insieme dei punti » costituito dai numeri pri
mi, funzione il cui valore in p è l'immagine di n in Fp e che la serie di Taylor, 
la quale esprime la sua struttura «locale» nell'« intorno» di p, sia lo sviluppo 
p-adico di n. 

Dalla pubblicazione dei lavori pionieristici di Hensel questa immissione di 
un paradigma geometrico nell'aritmetica si è notevolmente chiarificata. Si con
sideri la successione di quozienti Z/p'Z. Essa costituisce un sistema proiettivo 
... -+Z /p8Z-+ Z/ps-lZ-+ ... -+ Z/pZ = Fp-+ o. 

DEFINIZIONE. L'anello Zp degli interi p-adici è il limite proiettivo di questo 
sistema. 

Questa definizione equivale alla seguente: se n è un intero, ogni numero pri
mo p interviene con un certo esponente (in generale nullo) nella decomposi
zione di n in fattori primi. Quest'esponente dicesi valutazione di n in p e si de
nota vp(n). Se vp(n)=o, n è primo conp. Se si pone per convenzione vp (o) = 
= +00, è facile verificare che la valutazione p-adica vp soddisfa le due proprietà 
fondamentali: 

(r) 
(2) 

vp(xy) = vp(x) +vp(Y) 
vp (x +y);:::Inf(vp (x), vp(Y)) 

(x, Y)E Z 
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Ciò implica che l'applicazione che ad nE Z associa il numero Inlp = exp ( - vp (n)) 
è una norma su Z, detta norma p -adica soddisfacente a una disuguaglianza piti 
stretta della disuguaglianza triangolare, la disuguaglianza ultrametrica 

Osservazione : La proprietà d'ultrametricità non è affatto intuitiva, giacché 
essa non è archimedea. Per la norma p-adica i multipli di un numero n sono di 
norma inferiore a quella di n, mentre per la norma standard (valore assoluto) 
sono di norma superiore. 

TEOREMA. L'anello Zp degli interi p-adici è il completamento di Z per la norma 
p-adica. 

Se si passa ora da Z a Q è faci le estendere la valutazione p -adica ponendo 
vp(n /m)= vp(n) - vp(m). Ciò definisce la normap-adica I Ip di Q e il comple
tamento di Q per I Ip dicesi corpo Ql) dei numeri p -adici. Z s'identifica con 
un sottoanello denso di Zp e Q con un sottocorpo denso di Qp (che ha dunque 
caratteristica o). 

Questa descrizione dei numeri p -adici in termini di valutazioni e di norme è 
capitale poiché si può dimostrare che le sole no rme su Q sono la norma stan
dard (valore assoluto) e le norme p -adiche. Ciò permette di precisare in che 
senso i numeri primi sono i « punti » di uno « spazio substrato » sul quale i nu
meri diventano « funzioni ». Questo spazio substrato ideale E, proprio dell'arit
metica di Q , è costituito dai punti - chiamati anche posti di Q - che sono le va
lutazioni ultrametriche vp per p E CJ (posti fi niti) e il valore assoluto (posto « al
l'infinito l»). Q è un'entità globale associata a questo spazio substrato E. Ciò per
mette di capire in che senso il teorema di Minkowski è in definitiva un teorema 
di passaggio dal locale al globale. 

TEOREMA (Minkowski) . Sia f una forma quadratica su Q. Se f = o ammette 
una soluzione non banale su R, e se, per ogni p E CJ, f = o ammette una soluzione non 
banale su Qp, allora f = o ammette una soluzione non banale su Q. In altri termini, 
se f = o ammette in ogni posto di Q una soluzione locale essa ammette una soluzione 
globale. 

8.2. Legge di reciprocità) adeli, ideli. 

Per estendere il teorema di Minkowski al caso di un corpo di numeri alge
brici qualunque, Hilbert ha riformulato la legge di reciprocità quadratica di Lé
gendre-Gauss (discussa alla p. 129 del citato articolo « Dualità ») come teorema 
di passaggio dal locale al globale; per dimostrare tale teorema egli ha ritrovato il 
problema dei corpi di classe posto da Weber: si tratta di un esempio partico
larmente luminoso di ciò che Jean Dieudonné chiama l'unità della matematica 
moderna. 

Rimandando al § 1.3 del citato articolo « D ualità » e al § 5 di « Divisibilità » 
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per ulteriori dettagli, si ricordi solo che è proprio la localizzazione dei corpi di 
classe alla base della introduzione delle nozioni di ideli ed adeli . L'importanza 
dell'introduzione dei gruppi di ideli e di adeli proviene dal fatto che essi sono 
naturalmente muniti d 'una struttura di gruppo topologico localmente compatto. 
Si possono dunque applicare loro i risultati dell'analisi armonica e generalizzare 
cOSI in un quadro unitario le tecniche analitiche introdotte da Dirichlet e Rie
mann in aritmetica (teoria delle funzioni zeta e delle funzioni L ). 

9. La sintesi della geometria algebrica. 

La geometria algebrica moderna è la sintesi di molti punti di vista. Anzitutto 
essa continua le ricerche (dovute essenzialmente alla scuola italiana) per gene
ralizzare i risultati di Riemann in dimensione superiore (cfr. l'articolo « Curve 
e superfici »). Inoltre essa cerca di trasportare a livello algeb rico le tecniche e i 
concetti propri del livello analitico e ciò in modo astratto, valido per ogni corpo 
di base, cioè non limitandosi ad utilizzare il fatto che nel caso della geometria 
algebrica su C, il livello analitico è sempre soggiacente al livello algebrico. In
fine essa cerca, soprattutto dopo i l ~yori di André Weil, di prolungare il punto 
di vista di Dedekind-Weber integrando le questioni aritmetiche. 

I suoi strumenti essenziali sono da un lato l'algebra commutativa che tra
duce in termini algebrici i concetti fondamentali della geometria e permette di 
controllarli con il calcolo (punto di vista introdotto da Hilbert e svi luppato so
prattutto da Noether e Zariski) e d'altro lato (soprattutto dopo i lavori di Gro
thendieck) il linguaggio categoriale della coomologia dei fasci. 

La sintesi effettuata in geometria algebrica è straordinaria sia per la diversità 
delle tecniche sia per l'unità dei metodi. Si può dire che per sua stessa natura 
la geometria algeb rica si situa al crocevia della matematica contemporanea. Sa
rebbe completamente utopico pensare di presentarne gli elementi in qualche 
pagina, anche solo quelli che si riferiscono all'algebrizzazione della dialettica 
locale /globale e del concetto d'incollamento. Ecco perché per un panorama di 
tali risultati si rinvia da un lato agli articoli specifici di questa stessa Enciclopedia 
via via indicati e dall'altro al trattato ormai classico di Dieudonné [1974]. 

IO . Conclusione. 

Per concludere questa incursione nel campo dei diversi aspetti dialettici del
l'opposizione locale/globale si ritorna ora su l problema del linguaggio, della sua 
sintassi e della sua semantica. Uno degli apporti epistemologici piu significa
tivi dell 'approfondimento matematico delle molteplici connessioni fra le ope ra
zioni di localizzazione e di globalizzazione pare, a chi scrive, essere la possibi
lità di riformulare il problema teorico della lingua. Se si tiene conto del fatto 
che il problema posto dall ' implicazione reciproca fra la lingua e l'intuizione spa
ziale è uno dei piti antichi problemi filosofici, appare di estremo interesse capire 
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perché e come le «geometrie » associate all'opposizione locale/globale possano 
sfociare in problemi di semantica e di grammatica. 

Poiché si tratta di problematiche in larga parte inesplorate, ci si limiterà solo 
ad alcune considerazioni di carattere generale. Si vuole unicamente sottolineare 
come esistano attualmente due approcci che paiono promettenti. Uno di essi 
- dovuto essenzialmente a Lawvere e Tierney - fa sfociare nella logica i meta
linguaggi dell'incollamento introdotti da Grothendieck nella teoria degli schemi. 
L'altro - quello della teoria delle catastrofi - fa sfociare nella schematizzazione 
delle strutture sintattiche elementari (sia grammaticali sia semantiche) la teoria 
delle singolarità differenziabili e dei loro dispiegamenti. Risulta dunque che tutti 
e due i punti culminanti della dialettica locale /globale - quello della sintesi fra 
il punto di vista di Riemann e l'aritmetica, e quello del «( programma di Thom
Smale » - «( riconducono » la geometria alla sintassi, allacciandosi in modo speci
fico ad uno dei due aspetti fondamentali del problema, il primo sugli automa
tismi logico-sintattici di iterazione, il secondo sugli archetipi morfologici ai qua
li tali automatismi si applicano. Per ora si tratta solo di una constatazione un 
po' enigmatica. Tuttavia l'autore del presente articolo ritiene che forse dietro 
di essa si profila una revisione profonda del nostro modo classico di concepire 
i rapporti tra linguaggio e realtà. 

10.1. Logica e teoria dei topoi . 

Come si è visto, un prefascio su uno spazio topologico X è un funtore con
trovariante della categoria piccola ~ degli aperti di X nella categoria degli in
siemi. Si può dunque generalizzare tale nozione a una categoria Il qualunque. 
Per poter allora parlare di fa cio e cioè di prefascio che soddisfa le condizioni di 
incollamento (FJ) e (F2) , basta disporre in ~ di una nozione di ricoprimen
to aperto. Per questo non è affatto necessario che ~ sia la categoria degli aperti 
di uno spazio topologico; infatti i ricopri menti aperti 9'1. (U ) degli aperti U di 
uno spazio topologico X sono caratterizzati dalle proprietà fondamentali: 

a) I U : V-+ VE9t(V). 
b) Se (U;)iEIE9t(V) e (Uij)jEJj E9t(Ui ) per ogni iEI, allora (Uij )iEr, M I E 

9'1.( U). 
c) Se (Vi)iE IE9t(V) e se V<-+V, allora (UinV)iE IE9t(V) . 

ella categoria ~ degli aperti di X, l'intersezione di due aperti Vi e V di V 
è semplicemente il prodotto fibrato Vi x Vela nozione di prodotto fibrato è 

u 
puramente categoriale. Se 01l è una qualunque categoria che ammette prodotti 
fibrati, si può allora definire una topologia su ~ (detta topologia di Grothendieck) 
associando ad ogni oggetto V di (11l un insieme 9'1. (U) di famiglie di morfismi 
( Ui -+ U)'iEI dette famiglie ricoprenti che verificano la traduzione categoriale de
gli assiomi a), b) e c). Una categoria munita di una topologia di Grothendieck è 
detta sito. I siti sono, per definizione, i «( substrati » dei fasci e ciò permette di 
generalizzare in modo notevole le tecniche coomologiche della teoria dei fasci. 
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DEFINIZIONE. La categoria dei fasci su un sito è detta topos. 

La possibilità di applicare questo concetto generale dei fasci a situazioni 
astratte deriva da un teorema di J ean Giraud che caratterizza categorialmente 
i topoi fra le categorie. 

I due esempi essenziali di topoi sono forniti da un lato dalla categoria 0 
degli insiemi e, dall'altro, dalla categoria dei fasci J T su uno spazio topologico T. 
Si tratta naturalmente di topoi molto diversi. L'osservazione fondamentale di 
Lawvere è che la logica dei predicati della teoria degli insiemi può essere com
pletamente riformulata in termini categoriali a partire dalla struttura di topos 
di 0 . Di qui l'idea veramente profonda di considerare ogni topos come l'am
bito naturale di una «logica interna >} ad esso canonicamente associata. Passan
do dalla catego ria degli insiemi alle categorie dei fasci su spazi topo logici, si 
può estendere in modo cospicuo la nozione di linguaggio logico. Si può cosi 
formulare quello che vi è di troppo «rigido >} nella teoria classica degli insiemi. 
Come osserva Lawvere [1972, pp. 3,4], «il topos piti "astratto" è la usuale ca
tegoria degli insiemi 0 e delle applicazioni nella quale, per cosi dire, lo svilup
po [degli insiemi] è stato congelato in modo che i morfismi X ~ Y siano intera
mente determinati da come operano sugli elementi "globali" od "eterni" di 
X ... Non essendovi qui alcuno sviluppo negli oggetti di 0, non vi è alcun impe
dimento all'esistenza di funzioni di scelta, ed anzi in un certo senso l'assioma di 
scelta caratterizza i modelli della teoria degli insiemi fra i topoi >} . Per contro, se 
si considerano i topoi che sono categorie di fasci su uno spazio topologico oppure 
categorie di prefasci su quelle categorie particolari che sono gli insiemi preor
dinati, si può ad esempio localizzare la quantificazione «< è localmente vero che >}) 
oppure far variare la nozione di verità in funzione degli «stadi del sapere >} (se
mantica intuizionista dei mondi possibili). Come osserva ancora Lawvere [ibid., 
p. 3], «si può dire in conclusione che la nozione di topos sintetizza in forma og
gettiva categoriale l'essenza "delle logiche di ordine superiore" ... senza assioma 
di estensionalità. Tale fatto conduce ad una naturale e utile generalizzazione 
della teoria degli insiemi consistente negli "insiemi che si sviluppano interna
mente". In un fondamentale esempio della geometria algebrica lo sviluppo può 
pensarsi avvenire lungo un parametro che varia sugli "anelli di definizione"; in 
un fondamentale esempio della logica intuizionista, il parametro è interpretato 
come variante negli "stadi del sapere" >}. 

10.2. Teoria delle catastrofi e ipotesi localista. 

Alcune ricerche recenti fanno presumere che la teoria dei topoi offra un am
bito naturale per comprendere gli automatismi sin tattici delle lingue naturali. 
Tuttavia il fenomeno linguistico non si riduce allivello della generatività gram
maticale. Esso include almeno due altri livell i: I) quello semantico; 2) quello 
delle morfologie sintattiche elementari di base che servono di ingresso agli au
tomi generativisti. 

Il problema della semantica è troppo vasto per essere affrontato in questa 
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sede. Passando allora al punto 2), il problema posto dall'esistenza di un nucleo 
di morfologie sin tattiche archetipe che servano di ingresso alle trasformazioni 
sintattiche è apparentemente molto semplice ma incappa in notevoli difficoltà 
di modellizzazione. In breve si tratta del seguente problema. Tutto porta a cre
dere che esistano , a livello delle strutture linguistiche profonde, degli schemi 
elementari di interazioni attanziali aventi carattere universale. La manifestazio
ne linguistica superficiale di questi schemi è l'esistenza di casi (nominativo, 
accusativo, dativo, ecc.) caratterizzati da desinenze, come in latino, oppure da 
preposizioni, come nella maggior parte delle lingue europee. Appare dunque 
naturale supporre che, al di là della diversità degli indicatori dei casi, specifici 
di ogni lingua, esista un nucleo di casi profondi e universali. Che cosa è un 
caso profondo? A priori si deve asserire che si tratta di un posto in uno schema 
d'interazione di posti. Per esempio il verbo 'dare' lessicalizza in italiano uno 
schema d'interazione fra tre posti: quello del destinato re (nominativo) , quello 
del destinatario (dativo) e quello dell'oggetto trasmesso (accusativo). Nume
rosi lavori hanno mostrato che esistono ben pochi schemi elementari universali 
d'interazione e che a) tali schemi paiono aver fornito le « matrici ) della strut
tura casuale di tutti i verbi; b) tali schemi sembra operino sia a livello stret
tamente grammaticale sia a livello (semantico) delle cosiddette strutture nar
rative. 

Il problema diviene allora quello di modellizzare, o meglio di dedurre da 
principì generali, schemi d'interazione casuali astratti, corrispondenti al nucleo 
evidenziato dagli approcci casuali (Tesnière, Fillmore, Anderson, ecc.). Si tratta 
di una questione assai delicata, giacché non si può assimilare una relazione ca
suale a una relazione nel senso logico del termine e partire da relazioni binarie 
di base per costruire, mediante combinazioni, relazioni piti complesse. La no
zione di relazione casuale è una nozione per la quale l'opposizione semplice( 
complesso è non pertinente. Certamente fenomeni linguistici quali l'esistenza 
degli incoativi mostrano come alcune interazioni casuali possano ridursi ad in
terazioni piti semplici. Ciò non toglie però che a un altro livello ogni interazione 
casuale elementare (cioè lessicalizzabile con un unico verbo) sia irriducibile. 
D'altro lato se si trasformassero le relazioni casuali in relazioni logiche, nulla 
impedirebbe di renderle a mano a mano piti complicate . È tuttavia un fatto di 
ovvia esperienza (e linguisticamente universale) che la « valenza ) dei verbi (se
condo la metafora chimica usata da Tesnière per immaginare il numero di posti 
casuali articolati da un nodo verbale) è fortemente limitata (circa 4). 

In conclusione si può dire che il problema posto dall'esistenza di un nucleo 
di schemi astratti di interazioni casuali ha quattro aspetti: 

I ) capire come tali interazioni possano essere congiuntamente riducibili ed 
irriducibili ; 

2) capire a cosa è dovuta la loro pregnanza (universalità); 
3) capire perché la loro complessità è fortemente limitata; 
4) capire come esse hanno potuto servire da « matrici ) e « catturare) tutte le 

morfologie sin tattiche elementari. 
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Fin dall'epoca dei grammatici della scuola di Bisanzio si è sovente ipotizza
to che per risolvere tale quadruplice problema si doveva assolutamente tenere 
conto delle possibili interazioni spaziali tra attanti concreti. Tale ipotesi, detta 
ipotesi localista, significa che ogni caso è passibile di una doppia interpretazione: 
una propriamente grammaticale e l'altra locale, cioè spazi aIe. Fino ad ora però 
tale ipotesi - la cui storia è splendidamente narrata nel classico La catégorie des 
cas di Hjelmslev [1935-37] - non ha mai potuto essere convalidata formalmente 
e con ciò stesso fondata. In effetti l'ipotesi localista cerca di dare un senso ri
goroso alla nozione di colocalizzazione dei posti articolati da un centro organiz
zatore (nodo verbale). Ciò presuppone però che si sappia formalizzare il con
flitto fra posti, ossia il processo dialettico di unione e di differenziazione dei posti 
in uno schema d'interazione. È chiaro infatti che (, l'identità )} dei posti non può 
provenire dai posti stessi ma solo dal loro rapporto dialettico. 

A questo punto interviene il paradigma catastrofista. La teoria delle cata
strofi è la prima teoria adattata a problemi del tipo di quelli posti dall ' ipotesi 10-
calista, giacché essa fornisce i primi modelli di conflitto dialettico e classifica le 
interazioni elementari archetipe fra attanti spaziali. Esiste una interpretazione 
sintattica delle catastrofi elementari [descritta alla fine di Thom 1972 ed utiliz
zata a scopi semantici in Petitot 1977] la quale fornisce una deduzione a priori 
(si potrebbe anzi dire trascendentale) degli universali casuali. La teoria delle 
singolarità s'innesta cosi, in modo imprevisto , sulla linguistica, fornendo una 
risposta profonda e coerente ai punti 1)-4). 

A partire da alcune osservazioni generiche sulla semantica, si è attraversato 
l'universo dei vari aspetti matematici dell'opposizione locale /globale per con
cludere sulle difficoltà inerenti alla schematizzazione delle forme linguistiche. 
La possibilità di percorsi epistemologici di questo tipo è la premessa di un nuovo 
tipo di implicazione fenomenologica della matematica che, forse, permetterà 
di trasformare in modo profondo il nostro rapporto con la scienza. Qualunque 
ne sia lo sviluppo, è però evidente che l'opposizione locale /globale deve d'ora 
in poi essere considerata come una delle categorie fondamentali della ragion 
pura. [J. P.]. 
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Comparsa all'interno delle matematiche (cfr. anche cata strofi , differenziale, 
funzioni , geometria e topologia, invariante, spettro), l'oppos izione locale /globale 
(cfr. opposizione/contraddizione) ha assunto una portata generale ne ll 'ambito della 
fi losofia (cfr. filosofia /filosofie) e della scienza. Nella filosofia essa permette di enun 
ciare in modo nuovo e d i proporre soluzioni originali a numerosi problemi (cfr. coppie 
filosofiche), come quello del tutto e delle parti (cfr. totalità, dialettica), degli univer
sali/particolari, dell 'unità e molteplicità (cfr. uno/molti). Nelle teo ri e (cfr . teoria/mo
dello) della conoscenza, l'opposizione locale /globale è p resente in modo particolare 
in quanto problema de ll ' induzione/deduzione ; essa si p uò reperire anche nella se
mantica e in generale ovunque si ponga il problema de l s ignificato (cfr . senso/signi
ficato). Nella scienza ci s'imbatte in questa opposizione non appena si affronti il pro
blema delle leggi (cfr. legge) scientifiche e quello del determinismo (cfr. determinato/ 
indeterminato); essa inoltre è al centro della cosmologia contemporanea (cfr. cosmo
logie, universo, spazio/tempo ; e ancora: astrologia, astronomia, mondo, natura, 
caos/cosmo, ordine/disordine). 
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