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I:opposizione . Iocalejglobale . ~ una di quelle opposizioni fo ndamentali che, 
come quelle tra il discreto e il I:ontinuo o tra il finito c l' infinito, sonoproteiformi 
e intervengono a tutti i livdli ddla riflessione e della pratica matematica. È una 
opposizion~ portante, organizzatrice e distributrice il cui contenuto è sia concet· 
tuale sia tecnico. Si può dire che è un'opposizione dotata di un eminente va/ore 
cotegorùlle. 

Qut."Sta opposizione fa parte de.lla lingua nalurale ed è spontaneamente uti
lizzata per indicarc situazioni certamente diverse ma la cui intuizione è rdatin· 
mente unitaria . Se ne darà qualche escmpio scelto a caso Cra i molti. 

Si t: iniziato l'articolo . Locale/globale . di questa EI/ciclopedio con alcune ri· 
fl essioni info rmali sulla struttura semantica di un lessico. Si tratta di un eM:mpio 
tipico. In questo eliso si utilizza il termine 'locale' per parlare di campi semamiei 
ristrett i e ben articolati come il campo semantico dei colori, o degli utensili di 
cucina , o di sottodiscipline di una certa scienza, ecc. In particolare, gli articoli di 
questa Encic.lopedia sono, relativamente al tuttu che essa costituisce, delle orga· 
nizzazioni locali . Si vede che l'accezione del termine 'locale' ricopre qui due pro· 
blemi. In primo luogo quello delle classificozwni, dato chc ogni campo semanti
co consiste nella classificazione secondo una regola di una certa \·arietà. E inoltre 
quello del livello di osstN:a:done scelto per operare la classificazione. Per precisa
re un poco questa accezione tas.sonomica, si consideri l'esempio del sistema fono
logico di una lingua. Questo sistema può essere considerato in un primo mo· 
mento come l'insieme degli t atomi , fo netici. Questo insieme, che si suppone ben 
defi n ito su basi fisico·audioacustichc, svolgc il ruolo di una totalit~ di dementi 
considerati analoghi, omogenei rispetto alla loro natura , anche se non equivalenti 
l'u no all 'altro. Si tratta in qualche modo di un quadro globale Ji "l"imenlo. Si 
potrebbe allora credere che, detto go questo insieme, se p è un «atomo . fonetico, 
vale a dire un suono fonetico clementan: come una consonante o una vocale, I·a p· 
proccio Cormale della tassonomia associata a go si riduca allo studio della relazio· 
ne di appartenenza insiemLstica pE 9". Ma non è affatto \·ero. Un tale approccio 
sarebbe di una povntà estn:ma. J nfatti i suoni fo netici elementari sono formi 
audioacustiche che possono variare in modo contil/uo c che sono dunq\lc defor
mabili. Ciò significa che lo spazio 9' è naturalmente munito di una topologia (efT. 
l'articolo t Geometria e topologiu) che definisce una relazione di vicinanza tra 
i suoni font:tici elementari. E per di piu la percezione non è scnsibik a tutte le 
proprietà di questi suoni fonetici elementari. Come hanno mostralO numerose 
esperienze effettuate in questi ultimi quindici anni, la percuiont fo netica è co· 
t~Ko,iole. Ciò significa quanto segue. Si considcri una scquen7.11 di !Il stimoli 
(una dozzina) (SI' ...• s.\.) che conduca in modo progressivo per esempio dalla sii · 
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laba [pa] alla sillaba [ba] in una lingua in cui la differenza sordo/sonoro [pJ /{b] 
sia pertinente. Si sottopongano allora dei soggetti a test di ideotifìcaziQne e di 
discriminazione. I primi [est consistono nel dpmandare ai soggetti, ai quali si 
presenta una serie aleatoria di occorrenze degli sI ' di riconoscere ogni occorrenza 
come [pa] o [ba]. I secondi test consistono nel domandare ai soggetti, ai quali si 
presenta una serie aleatoria di coppie (si' S;+I) di stimoli successivi, se distinguo
no i due stimoli proposti. l\'lediante una statistica delle risposte, i test di identi
ficazione conducono a risultati scontati a priori. Si ottiene una risposta di 100 per 
cento di [ta] e di o per cento di [ba] per i primi stimoli SI"'S.b una risposta di 
100 per cen to di [ba] e di o per cento d i (pa] per gli ultimi 'stimoli SI ... T.\" e la 
percentuale delle rispo~te [pa] crolla catastroficamente per essere rimp.iazzata 
dalla risposta [ba] nella zona intermedia. Si ottiene cosi un'interfaccia (una fron 
tiera) K che separa la categoria [pa] dalla categoria [ba]. In compenso i risultati 
dei test di discrimina:r.ione conducono a risultati che hanno molto sorpreso i fone 
tisti. Se si considera una percezione continua (non categoriale) come quella dei 
colori, è un fatto chiaro e appartenente all'esperienza usuale come si possano al
trettanto bene distinguere due sfumature di rosso o di arancione vicine quanto 
una tinta russo-aranciom: da una t inta arancione-rosso. La scomposizione del 
campo dei colori in categorie etichettate da nomi è di natura linguistica e pratica
mente non influisce affatto sulle capacità percettive di discrimi nazione. :vIa non 
succede la stessa co~a nel caso de!1a percezione fonetica. r tes t di discriminazione 
mostrano che non esiste discriminazione intracategoriale. Si possono discriminare 
soltanto stimoli \'icini separati da K , \"aIe a dire riconosciuti come differenti. t: in 
questo senso che la percezione è categoriale. Essa è subordinata all'identifica
zione. Come dicono i fonetisti, si effettua su basi QSl01ute . La percezione catego
riale è un fenomeno perceuivo di primaria importanza . Essa spiega co me un 
flusso acustico continuo può essere percettivamente disc:retizzato e diventare per 
ciò stesso il supporto di un codice. Si vede che la percezione fonetica manifesta 
essenzialmente la categorizzazione dello spazio topologico fP dei suoni fo netici 
elementari con un sistema K di discontinuità (cfr. l'articolo t Continuo/discreto . ) 
che vi definiscono una sorta di « geografia ~ (domini separati da fro ntiere) . I do
mini di ff delimitati da K sono i fonemi del sistema. Questi fonemi sono classi 
di equivalenza di suoni fonetici elementari chiamati anche allofoni. 

Si capisce molto bene con questo esempio l' importanza dei concetti ltruttu
Talùti introdotti da Saussure e sviluppati da Jakobson e Hjelmslev (cfr. l'articolo 
• Struttura . ). Come classe di equivalenza di allofoni, un fonema non può avere 
una definizione puramente audioacustica. Esso è definito da! suo valore, vale a~ 
dire dall 'estensione del suo dominio in fP. Ora, dato che questa estensione è de
terminata dal sistema globale di interfaccia K, un fonema non ha un'esistenza 
isolata. Esso non esiste se non in modo rei azionale per mezzo delle sue relazioni 
con gli altri elementi del sistema. Se si associa ad ogni dominio una « capitale ~, 

cioè un allofono protatipico che occupa approssimath'amente il baricentro del do
minio stesso, si può dire che i prototipi costituiscono gli elementi del sistema, cioè 
il suo aspetto localc, ma che, quanto al valore, il sistema globale è implicitamente 
presente in ciascuno degli elementi. 
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Ci si troYQ in questo caso in presenza di una eStmplificazione del paradigma 
strutturalista. L 'approcciò strutturalista consiste esse nzialmente nell'interpreta
re le tassonmnic in termini di categorizzazione come !istemi di rapporlO, vale a 
dire in termini di sistemi di discontinuità che scompongono in domini (in classi 
di equivalenza) un certo spazio topologico. Ciò è valido in particolare per i eampi 
semantici. In quest'otticll. il locale si rife risce agli clementi dci sistema e il globale 
al sistema stesso. E il postulato strutturalista dd primato dci criterio relazionale 
dell'identità sul çriterio sostanziale (dci primato della differenza sull'identin, cfr. 
l'articolo , Identità{d iffercnzu) ribadisce che, quanto al valore, è il global~ che 
determino illocaJe. Questo punto di vis ta si oppone risol utamente al punto di \'i· 
sta riduzionista e 4 atomista , secondo cui gli elementi del sistema hannQ un'e$i
Slenza autonoma e si aggH:gano per inlerazione in un sistema globale a parti~ 
dalle loro proprietà intrinsecht. 

Per ritornare alla struttura dci leuici e delle enciclopedie, si vede che il pro
blema è quello dell 'estewione, dci prolungamento, dci campi semantici e quello 
dei loro incollamenti. Il campo semantico che, in ciò che precede, funzionava co
me un quadro di ri fe rimento globale inducente una categorizzazione, funz iona 
ora come un campo locale suscettibile di estendersi e di interscçarsi con altri 
campi locali. Si entra in questo caso in una problematica completamente di\'ersa 
in cui si tratta di aggregare dei domini locali. Ognuno di noi ha s~rimentato co
me le carte geografiche possono essere incollate in modo da formare una carta 
globale. Questa esperienza elementare rende manifesta l'emintnte relatit.>itil del
la dialettica del locale e del globale. Essa rende anche rnanifèita l'importanza del 
livello di olurtJo::ione scelto. Semplificando i dati, per esempio usando l'ostra· 
zùme nel easo semantico, è possibile ridurre un sistema globale a una situar.io
nt localt . 

~el suo sviluppo, la matematica ha incontrato problemi analoghi, ma dato 
che gli oggetti matematici sono oggetti costruiti, ha potutO dare un contenuto 
tecnico e opera/ariate ai diversi aspetti della dialettica del locale e del globale, Essa 
ha potuto, in numerosi casi, rispondere in modo specifico, esplicito e profondo 
a problemi come i seguenti: in quale misura delle condizioni locali impongono 
proprietà o comportamenti globali? In quale misura la struttura globale impone 
reciprocamente delle condizioni locali? In quale misura c'è equivalenza t.ra de· 
terminazione 10calt e determi nazione globale? Quali sono i metodi di passaggio 
dal locale al globale? Come si può localizzare una situazione: ecc. 

Questi diversi probltmi sono di una comples5ità cosi proliferante che non è 
possibile, in un articolo di sintesi COffit questo, neppure enumerarne semplice
mente i diversi aspetti . Ci si limiterà dunque, in modo estremamente rudimen
talt l', purtroppo, t~cnicamente molto vago, a riperçorr~re alcuni problemi s,'i· 
Juppati in modo pil'l preciso negli art icoli . Difftrenziale . , . Funzioni • . • Infini
tesimale . , . Localefglobale . , . Sistemi d i riferimento . , . Stabilità/imtabilità . e 
• Variazione • . 
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1. La geometria dello spazio fisico. 

Ogni nOiua esperienza pratica conferma che lo spazio fisico è localmente eu
clideo. Il pri mo esempio storico di passaggio dal locale al globale è fornito dal
l'estrapolazione di Euclide che postula che, globalmente, lo spazio è ancora eu
clideo. Questa estrapol2Zionesi esprime assiomaticamente con il famoso assioma 
delle parallele che è un giudizio sintetico a priori caratteristico della geometria e 
che la rende irriducibile alla logica . Con la comparsa de.lle geometrit non eucli· 
dee (i perbol iche ed elliuiche), si è prtso coscienza del fatto che esistono molti 
spazi globali che l ) sono omogenti , cioè possiedono ovunque la stessa struttura, 
c 2) sono localmente euclidei. Questi spazi omogenei sono caratterizzali dalla 
loro cun'atura (positiva per gli spazi ellittici e negativa per gli spazi i~rbolici) e 
la loro omogeneità è descritta con il gruppo di invarianza. Di qui l' idea fonda
mentale, dovuta a Felix Klein , di caratterizzare una geometria con il suo gruppo 
di invarianza t con le proprietà im'arianti sotto l'azione di questo gruppo (cfr. 
gli articoli • Geometria e topologiat, . Invariante . ). 

Se si :abbandon:a la condizione di omogeneità, si arriva a una si tuazione piu. 
generale che Riemann è stato il primo a immaginare chiaramente. Si tratta di 
spazi la cui metrica vari:l., vale a dire la cui struttura euclidea tangente cambia 
con il punto considerato. Ciò implica che non c'è piii gruppo di invarianza nel 
senso precedente, in altre parole che gli , ossen'atori • locali non possono piii • co
municare •. Per ristabil ire la f. comunicaziont ' , occorre fare la sintesi del punto 
di vista di Klcin e dci punto di vista di Ricmann . Quest:l. sintesi è essenzialmente 
dovuta a Cartano Essa è fondamentale per la reJatività generale. 

'2. J livelli di struttura e la dialettica locale}globale. 

Ciò che caratterizza la geometria moderna è l'estrema estensione del concetto 
di spazio e la ricchèzza delle procedure di eo~truzione di spazi. Questa diversi
ficazione proliferante dci • genere t spazio in • spazi . pone dei problemi di c/alli
fica'Zwne elle sono stati e sono tuttora uno dci fattori determinanti del progrcsso 
concettuale della geometria. 

Si ci terà ora una procedura di costruzione che è fondamentale pur es!lendo 
elementare. EMa consiste nel partiTe da pezzi di spazi standard (in generale gl i 
spazi R") e ndl'incollaTii. Se Ve V sono dUe pezzi, l'incollamento consisterà nek 
l'identificare un sottopczzo V' di U con un sottopt'zzo V' di V. Questa identifi· 
CllZione significa che Ai considera un iSOnlorflsmo tra V ' e V' . Ma la nozione di 
isomorfismo è una nozione fondamentalmente relofivlI. Essa dipende dal livello 
di struttura considerato. Ora gli spazi standard R" sono naturalmente muniti di 
struHure sempre piu «rigide ., sempre piu vi ncolan ti, che costituiscono una ge
rarchia di livell i, ciascun livello essendo associato a (e anche caratterizzalo da) un 
tipo di applicazione, di morfismo, tra $pazi. Il livello di base è illiYello insiemi · 
stieo che è il meno vincolante. l morfismi associati sono le applicazioni e gli iso· 
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morfismi, le applicazioni biiettive (cfr. gli articoli 4 I nsieme t e • Applicazioni .). 
Il primo li vello che manifesta una certa coesione è illi\"e1lo topologico. I morii
smi associati sono le applicazioni continue e gli isomorfismi, deni 30ch!;: omco
morfismi , le applicazioni biiettive bicontinue (cfr. ,'articolo _Geometria c topo
logia ;). Se si incollano pezzi di R IO mediante gli omeomorfismi si ottengono spazi 
dett i *Varietà topologiche •. Un livello piu vincolante di quello topologico è il 
livello differenziabile. Dato che R"' è uno spa:l:io vettori aIe narmato, sei: u ... V è 
u n'applicazione continua tra due aperti di R", si può dire quando è differenzia
bile (cfr. l'articolo * Differenziale .). I morfismi associati a questo li\-ello di strut
tu ra sono dunque le applicazioni differenziabili e gli i!;Omorfismi, detti anche dif
feomorfismi, sono le biiezioni bicontinue d iffàenziabil i insieme alle loro im-erse. 
Se si incollano pezzi di R" con diffcomom$mi si ottengono spazi dctti t varietà 
differe nziabili _, i quali cmtimiscono il principale esempio di spazi ottenuti con 
un processo di incollamento. 

Per costruzione, le varict:à differenziabili sono localmenl~ triviali (cfr. l'arti
colo +Localefglobale +) poiché sono localmente diffeomorfe a spazi standard R". 
Esse si distin,QUono dunque soltanto globalmente. Se si vuoi tentare di classi
ficarle a meno di diffc:omnrfi.~mi . OCt-orre: di conse:guenr.<l costruire degli inva
rianti differenziabili (cioè invaTianti per diffeomorfismo) e cercare di trovare una 
lista abbastanza ricca d i im-arian ti affinché i loro valori, data una varietà 1\1, sia
no sufficienti a caratteri7.7.are 1'1'1. Un tale programma si scontra con terribili dif
ficoltà che sono ancora lungi dall'essere risolte. ì\'la alcune idee si impongono in 
modo naturale. La prima idea è quella di determi nare quali vincoli impone un 
li'-ello di struttura inferiore a un livello di struttura sUJleriore:. Il livdlo insiemi
stico non impone quasi nessun vincolo. Infatti l'unico invariante insiemistico ri
spetto alle biiezioni è il numero cardinale, e tutte le varietà . normali t hanno la 
potenza del continuo. In compenso ill ivclln lopologic(l è di grande importanza. 
Se ilf e N sono due varietà di fferenziabi li diffeomorfe, sono a fortiori omeomorfe 
in quantO varietà topologiche. Si può dunque cominciare tentando di classificare 
le \'arie:tà topologiche per poi classificare, essendo dato un tipo topologico, le 
strutture differenziabili che sono compatibili con esso (supponendo (he ne t:Si~ta
no, il che esige che il tipo topologico considerato non !lia troppo ' patologico t ). 

1.0 strumento principale per classificare le varietà topologiche è la topologia 
algebrica (de,ta inizialmente topologia combinatoria) inventata da Poincaré. Essa 
comprende due rami principali, la teoria dell'omotopio e la teoria dell 'omologia
coomo{Qgia. La teoria dell 'omotopia parte da una semplice osservazione. Ciò che 
distingue tra loro le forme globali delle varietà è in particolare il modo in cui 
sono ' bucate . o comprendono dei , vunti t . Il migliur modo per misurare queste 
caratteristiche topologiche globali di una varietà topologia M (e piu in generale 
di uno spazio topologicn) ì: quello di • immergere . mediante applicazioni conti
nue/ : 8"_ ''''1 delle sfere di dimensione 11 in M e di cercare di contrarle in un pun
to. Se: la ' sfera ' 1(3") comprende un . buco ., allora questo buco farl rulf1lziont 
alla contrazione. Se per esempio, partendo da un punto base Xo di una sfera St, 
un ' osservatore . dipanando un filo descrive un cammino qualunque che ritorna 
in Xo (un tale cammino chiuso si chiama laccio ed è un'applicazione: conti nua 



Siste matica locale 

f: SI _S'l) egli potrà riportare tutto 11 filo in Xo facendolo scivolare sulla superfi 
cie di 52. Una tale deformazione di un laccio si chiama , omotopia t . Se in com
penso, camminando su un toro, l'osservatore descrive un laccio faCendo il giro 
di un me-ridiano o di uo parallelo, non potrà piti contrarre il laccio corrispon
dente in un pumo. La sfera è uno spazio senza omatopia in dimensione l men
tre il lOro è uoo spazio che possiede olllotopia io dimensione I e ciò per ragioni 
globali. Similmente, se_ l'ossen'atore camminando su un piano al qunle è stato 
tolto un punto a descrive un laccio che circonda questo punto, non potrà con
trarlo, poiché l'assenza del punto a fa ostruzione. Anche un piano sen7.a un pun
to è dunque uno ~paz io che possiede omotopia in dimensione l ma questa \'olta 
per ragioni lotali. D 'altra parte se l'osservatore descrive un laccio nello spazio a 
tre d imcn~ionL Ra senza il punto a, potrà sempre contrarlo perché dispone di una 
dimensione supplementare che gli permette di scansare a. R3_ (a) è dunque uno 
spazio sen7.a omotopia in dimensione I. J\1a è intuitivo che una sfera s: che com
prende a in R3 non potrà essere contratta in un punto, poiché l'assenza di a le fa 
ostruzione. Rl_(a) è dunque uno spazio che possiede omotopia in dimensione 
2. La sco~rta principale di Poincaré è che, dato uno spazio J"', se si considerano 
i lacci a meno di omolopia (cioè se si considerano come cqui\'llienti due lacci de
formabili con continuità l'uno nell 'alt ro) e se si compongono due lacci concate
nandoli (percorrendoli uno di seguito all'altro), si ottiene sull'insieme delle classi 
di omotopia dei lacci una struttura algebrica di gruppo. Questo gruppo, detto 
gruppo fondam..:ntale o gruppo di Poincaré d i AI e indicato con Ti:1{M), è il pri
mo esempio di invariante algebrico uti le alla classifiClllione delle varietà. D i fatto 
il gruppo fondamentale di uno spazio topologico .~ 'I non è soltanto un iO\'ariante 
topologico, ma un invariante del tipo d i omotopia. Esso \'ariajllntorial"'elft t con 
M (si veda l'articolo t T rasformazioni naturali I categorie .). Si definiscono neUo 
stes$O modo i gruppi d i omotopia 7': t(M) in dimensione superiore. 

Si vede come un invariante algebrico come il gruppo fondamentale inter
viene nel problema della classificazione. Dato che 7':1 è un fUnlore della catego
ria degli spazi topologici puntati ndla categoria dei gruppi, ogni omoemorfismo 
Il: M-N tra due spazi topologici induce un ÌS()",orfismo h· : 1":1(M) -:-;I(N) tra i 
loro gruppi fondament.ali. Se dunque 7':J(M ) e 7': j(N) non sono isomorfi, AI e N 
non poswno essere omeomom. Per esempio, dato che la sfera S2 non possiede 
omatopia in dimensione I mentrt" il toro T la possiede, SI e T non possono esse
re omeomorfì. Reciprocamente si cercherà di classificare gli spazi topologici che 
hanno gli stessi gruppi di omotopia. 

Quanto all 'omologia, è inizialmente una lecnica combinatoria adattata agli 
spazi muniti di una triangolaz.jO/It (cfr. l'articolo c Geometria e topologia t). Essa 
consiste nello studiare i cieli di uno spazio (cioè le calene di bordo nullo) modulo 
i bordi (cioè i cicli che sono bordi di catene). L'omologia ~ strettamente legata ' 
all'omotopia. Considerando le forme lineari sulle catene, si definiscono dual
mente i gruppi di coomologia. 

L 'interesse principale dei gruppi di omotopia, di omologia e di coomologia 
è di essere oggetti algebrici che misurano la struttura globale degli spazi e che "a
riano funto rialmente. Si può svilupparne un calcolo (che costituisce l'oggetto del-
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la topologia algebrica) studiando il loro comportamento in rapporto alle proce
dure standard di costruzione e di decomposizione degli spazi (sottospazi, spazi 
quoziente, spazi prodotto, fibrazioni, ecc,). A partire dal momento in cui si di· 
spone di tali strumenti per trattare il livello topologico si cercherà di sapere in 
quale misura questo livello vincola i li\'clli gerarchicamente superiori c in parti
colare illi\'ello differenziabile. Data una varietà lopologica M , si cercherà di clas
sificare le strutture differenziabili su A-1 che inducono la sua struttura topologica. 
L'idea principale e quella di tradurre queste strutture con classi di omotopia di 
applicazioni tra spazi associati a M e di applicare i metodi della topologia alge
brica. 

Oltre questi metodi di topologia algebrica si è stati condotti ad inventare me
todi corrispondenti direttamente al livello differenziabile c che sono l'oggetto 
della tapologia differenziale. Tra questi ocoorrè citare prima di tutto la teoria di 
Morse e il cobordismo. Poiché la classificazione delle varietà a meno di omco
morfismi è troppo complicata, s 'indebolisce la nozione di omeomomsmo consi
derando due varidà.lI e N come equivalenti (cobordant i) se esse costituiscono il 
bordo di una stessa "arieti W. Questa equivalenza è operatoriale nella misura in 
cui, come ha mostrato Thom, l'insieme delle classi di equivalenza può essere mu
nito di una struttura di gruppo. Quanto alla teoria di ì\lorse, essa consiste nell'a
nalinare le applicazioni differenziabili!: M _ R di una varietà M nella retta rea
le. Tale teoria è presentata nell'articolo . Locale/globale • (cfr. anche «Applicazio
ni .). L 'idea direttriceè che, benché una tale funz ione!: Al - R possa essere estre
mamente complicala, tutta\'ia è relativamente semplice quando è strutturalmen
te stabile, vale a dire di tipo differenziabile invariante per piccole deformazioni. I 
due. teoremi di base delta teoria sono da una parte il teorema di :'o'Iorse che af
ferma che, se 1\1 è compatta,! è strutturalmente stabile se e solo se i suoi punti 
critici sono non-degeneri (il che implica che siano isolati) e i suoi valori critici 
sono tutl; dislinti (caratterizzazione geometri~ della stabilità strutturale), e dal
l'altra il teorc-ma (corollario del teorema di trasversa!ità di Thom) che afferma 
che le applicazioni strutturalmente stabili sono denst (e anche generiche) dalO 
che ogni applicazione è approssimabile da una applicazione strutturalmente sta
bile. Considcrc\'ohnente sviluppata da Thom. qut"sta teoria è alla base della teo
ria delle catastrofi (cfr. l'articolo t Locale/globale . : nozione di dispiegamento 
universale). Nella misura in cui le applicazioni stabili (dette anche di Morse) 
f: .\1 .... R sono quelle che permettono di definire una presentazione ad anse di M, 
tale tcoria ha a\'Uto un ruolo determinante nella dimostrazione di Smale del teo
rema dell'h-cobordismo che è il primo grande risultato che riguarda la congettu
ra di Poineare. 

La congettura di Poincare (una ddle grandi congetture del 5Ccolo) domanda 
in quale misura, per le sfere S~. il livello omotopico-omologico dd"mina illivel
lo topologico: se i11 è una varietà compatta di dimensione n semplicemente con
nessa (1":1 (.t\'!) - o) e che ha l'omologia di S", è M omeomorfa a S"? La congettu
ra è vera per n - :z (dimostrazione elementare). Smale ha dimostrato che è "era 
per n~5. La tecnica è un teorema sul cobordismo. Si dice che due varietà /Il e N 
sono h-cobordanti se sono il bordo di una varietà Hl e 5C le inclusioni canoniche 
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J1 ... We N_ IV sono delle equivalenze di omotopia. Il teorema di 5male afferma 
che se dimi'1'/ - dimN 2 5 e se Ai l: N sono semplicemente connesse, allora un 
h-eooordismo IV è necessariamente triviale. cioè diffeomorfo a M x l. Ciò im
plica che 1\1 e IV sono difIeomorfe. La tecnica consiste nel partire da una funzione 
di Morse su IV definendo una presentazione ad anse e nel mostrare come si pos
sano sopprimere progressivamente le anse (cfr. l'articolo Unità delle maUmali
che in questo ste!l3o volume dell' Enric/o~diQ). 

La considera:r.ionc delle fun:r.ioni di Morse porta al problema della classifica
zione delle applicazioni differenziabili f: M .... N tra due varietà qualunque (.i\1"l
,. R). Queste applicazioni non sono localmente triviali quando possiedono delle 
singolarità. L'idea è quella di tentare I) di caratterizzare geometricamente e di 
classificare le applicazioni strutturalmente: ~tab ili in modo da controllare le cause 
d'instabilità; 2) di mostrare che le applicazioni stabili !!Ono generiche. cioè che 
ogni applicazione t: stabili:r.:r.abi1e con una piccola deformazione; 3) di classificare 
Ic applicazioni instabili con un grado crescente d i instabilità ; 4) d i utilizzare dti 
metodi di riduzione alla dim~nsiolle finita (tecnica dei getti) considerando le ap
plicazioni che hanno lo stl:I;SO tipo differenziabile di uno dei loro getli di ordine 
finito; 5) di trattare qut$ti problemi prima localmente (mediante germi di appli
cazioni) e poi global mente (cfr. gli articoli d,oeale/globalet, • Applicazioni . e 
• Funzioni . ). 

3. I li"elli analitici e algebrici. 

Una delle caratteristiche de.llil'ello differenziabile è che non esiste solidarie
tà tra il locale e il globale. Di qui l'importanza cruciale della stabili tà strutturale 
che restaura tale solidarietà. Non accade affatto la stessa cosa per quanto riguar
da i livelli molto piu vincolanti, analitico e algebrico, in cui al contrario il locale 
determùw il globale. In queslO caso le principali tecnkhe di passaggio dalloca
le al globale sono il prolungamento analitico e la coolOologia a valori in un fascio 
(cfr. gli articoli , Geometria e topologiu. 4 Invariallte " • T rasformazioni natu
rali I categorie . ). Esiste, a partire dai lavori pionieristici di Ricmann, una gran 
quantità di relazioni di dipendenza e d i determinazione reciproca tra i livelli IO
po1agico, differenziabile, analitico e algebrico. Per esempio una sottovarietà ana· 
litica d i uno spazio proietti m p n(C) è algebrica (teorema di Ricmann pcr le cur
ve e teorema di Chow per le varietà gem:rali). Il genere di una curva algebrica 
piana chei: il suo invariantc topologico maggiore è derivabile dal grado della cur
va (formula di Riemann). Esso vincola anche il numerO di forme diffc:rl:nziali di 
prima specie indipendenti (teorema di Riemann che itabilisce un legame t'ra li
vello topologico, linllo differenziabile e livello anali tico). La coomo1ogia di una 
varietà differenziabile è esprimibile a partire dal teorema di 5tokes in termini di 
forme differenziali sulla ' -arietà (trorema di De Rham). Se la varietà è analitica, 
~ è anche t.'Sprimibile, ma lo è in termini di forme armoniche (teoria d i Hodge 
che collega il livdlo differenziabile e il livello analit ico), ecc. Tutti questi temi 
ehe costituiscono il cuore della geometria analitica c algebrica moderna ohrcpas-
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sano il contenuto dci gruppo di articoli qui èlUminato e sono affrontati in altri 
articoli dell'Enciclopedia. 

4. Equazioni differenziali e al/alisi globale. 

Una delle teorie In cui la dialettica . locale/globalc . è maggiormente impor
tante è la teoria delle equazioni differenziali. Innumerevoli problemi concreti 
(fIsica , chimica, biologia, t.'Cc.) conducono a sistemi di equazioni diffcrenliali de
finiti nel modo !leguente. Il sistema considerato è definibile con un numero finito 
.Tu ... , .TX di coordinate che descrivono una varietà differenziabile 111 di dimen
sione N detta spazio ddle fasi deJ sistema. Uno stato istantaneo del sisttma è 
dunque rappresentato da un punto x di!rl e l'evoluzione dci sistema a partire da 
una condizione iniziale x"e tl1 con un cammino x(t) in M che parte da:\"(I' As.-q.c
gnare una ll?ggt di evoluzione significa assegnare, in ogni punto x di III, un vetto
re \'docità Jx /Jt in funzione di x c di t: (b:/dt - f( .T, l). Questo vettore velocità ~ 
un vcttore tang.:nu~ in .T a 1\1, cioè un vettore dello spazio vetlona[e tangente 
T/ Il di M in x. Sei non direndedal tempo (il sistema di equazioni differenziali è 
dttto allora autonomo), assegnate una legge di e,·olu7.ione I C(juivalc dunque ad 
assegnare una sezione del fibrato tangente 7'.'U di ilI. In generale si suppone che 
questa sezione sia differelUiabile. l\'ta essa può essere piu analitica o algebrica 
se 1\1 è una varietà analitica o algebrica. 

Data una se1.ione differenziabile N(x) di TM (detta anche campo di vettori 
su M), si chiama traiettona dd campo X una CUfVa differenziahile di Al para
metrizzata dal tempn t.la qualc, in ogni punto x di Al, ammette X (x) come ' "Ct
tore velocità. Il primo teorema fondamentale della tL'Oria afferma cne se -"(le jtJ è 
llna condi7.ionc ini7,iale, eSiste licmpre localmente una c una sola traiettoria pas
sante per Xo (principio dci determinismo). Il secondo dice che sotto condizioni 
alJbastanza generali (per esempio se 1\1 è C()mpatta) esiste anche sempre una e 
lIna sola traiettoria glohale (cioè paramctrizzata da t .... _00 a t_ +<»). In questo 
caso si può associare a X ciò che viene chiamato il S\IO flusso, \'ale a dire un'entità 
globale che sintetizza l'inllieme ddle traiettorie. Infa tti sc tER, a xe M si può as
sociare il punto XI raggi unto alla fine del tempo t sulla traiettoria usccnte da .'1(. 

Pcr t fi~ato , l'applicazione 'Tlt: M .... j\J che a x associa :IC/ è un diffeomorfismo di 
Al, in altre parole IIn elemento <P!E Diff il1 in cui DiffM è il gruppo di Lie dei 
diffeomorfismi di AI. e: facile verificare che <Po è l'identità di 1\1 e che i diffeo-

• lIlomsmi <P, soddisfano <P" 0'Tt'""'f/I'H' In altre parole l'applicazione (Ii t ~lf't ~ 
un morfisnlO di gru ppi di Lie tra il gmpro additivo di R e Diff M. Recip roca-

mente, a!\Segnata <I> si può ntro\·are X , poiché X è la ~ derivatu ~I del 
momsmo (() in t _ o. drlt_u 

Se si discretizza il tempo, si può considerare il diffeomorfismo <p -cp, c ap
pr~imare illlistema dinamico<l> con la successione iterata /fII di cp. 

Mentre per lungo tempu si è cercato di trovare formule esplicite per le traiet
torie di un sistema dinamico X , dopo Poincaré si cerca di comprendere qualito-

., 
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rit:ame"te la strutt\lra del flusso (I) as."ociato (cfr. l'articolo 4 Qualità/quantità .). 
Perciò si è portati a distinguere un approccio locale e un approccio globale. A 
priori si può pensare che, essendo dato un l'istema dimlmico X su ,1/, le sue 
traietlorie siano immersioni (o almeno applicaz ioni inictdve) di R in 1\J. Ma ciò 
è falso perché alcune traiettorie possono essere critiche. Sono possibili due casi. 
O la traiettoria è ridatla a un punto .t u t" allora questo punto, delto punto critico 
di X, è un punto di equilibrio dci sistema. Pt:r questo è neces~ario e sutnclt:ntt: 
che X s.i annulli in ..\'0' Oppure la traiettoria è: chiusa, vale li. dirc periodica. Dato 
che si può Illbslrare che, in un punto ,\'€.W in cui .I(X) 'l''' 0, .X è locolmente triviale 
(çÌo~ riducibilc a Ull campo C(J~lante in un sistema appropria to di coordinate III ' 

cali), si vede che lo studio di X si IIcompone in tre parti : 

I) Lo studio localc di X ndl'intorno dei suoi punti critici. 
2) Lo studio 5{'miloca1c di X neH'intorno delle sue traiettorie periodiche. 
3) Lo studio globale di X che com prende la configur.1zione delle suc traietto· 

ric critiche e lo stud io d'i"sieme delle sue traiettorie non critiche. 

Pcr {]uanto riguarda II primo puntu, la tecnica d i base consiste, in un punto 
critico Xo di X, ndlo !\tudiarc il campo li neare XII tangente in .tu a X c nel cercare 
sotto quali condiZioni X è equivalente nell'intorno di '\'11 alla sua parte lint:are. 
Se non si ha questo caso, si cercheranno allora (come nello sviluppo di Taylor 
delle funzio ni) delle approssimazioni pil1 souili. Per quant(l riguarda il secondo 
punto, si cercherannu in prililo luogo ut:i cri Ieri ciII:: permt:ttano di ganmtirc l'e
~Istcm:a di tra il~tto rie periodiche in un certo dominiu di /Il. Data una tale traiet
toria )'0' lo studio di X nell'intorno di '(o si riduce ad uno studio locale. Sia infatti 
IV una piocola sezione tras\'Cl'Sa Il "io in '\'0' L'applicazione che ad ogni punto .\' 
di JI! associa il punto x' in cu i la traiettoria uscente da x interwea per la prima 
voha W è un diffeomorfismo di IV che ammettc '\'o come punto fisso. t dunque 
sufficiente analizzare questo diffeomorfismo ndl'intorno di Xo per comprendere 
la struttura di X ndl'inturno di r~. Per quantn riguarda il terzo pUlllo, l:Ii I.:crcbe
rà di analizzare i "incoli l;he la tUllologia di III impone alla ripartizionc delle 
traiettorie critiche. Ma $i cercherà soprattutto di analiZ2are il comportamento 
llSl'"lollco del le traidtoric non critiche cOSI cume la flobilitti delle tralcltorie. I n
tuiti\'llOlen tc una tmicUona è stabile se oglll traiettoria gcnerat.a da una condi
zione iniziale prossima a uno dei suoi punti le resta indefinitamente prasl\ima. 
Questa stabilità è essenziali;! per le applicazioni pen.:hé è quella chc assicura che 
il dcto;:rminismo matematico ideale del campo ha un senso concreto (cfr. l 'arti
colo +Stabilità/instabilith ). Esistono infalli dci sistemi in cui tutte le traiettorie 
sono instabili e che dunque sono sistemi maUmatumMntt drUTl1Iinùtici e tutta
\ ia CQncretamenle stocaltici. 

Infine si cercherà di applicare allo studio qualitalivo dei sistemi dinamici il 
paradigma catas.trofista sviluppato per lo studio delle applicazioni differcnziahlli 
(cfr. l'artil'Olo + Locale/globale +). Si cercherà in particolare di caratterizzare g'l'O

melricamente la stabilità strutturalI' dei campi (da non confondere con la stabi
lità delle traiettorit), di studiare la riparti:l:ione dci campi 51abili tra i campi qua
luoqU\! cosi come le possibilità di passare da un tipo di campo stabile a un altro 
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attraversando campi instabili (tcoria della biforcazione). Si tratta di un pro
gramma immenso. di una tremenda complessità, che si trova in parte esposto 
negli articoli +Differenziale + e +Stabilitàfinstabil ità • . 

5. ,Heccanica hami/tom·ana. 

Tra le equazioni differenziali, quelle che provengono dalla meccanica classi 
ca sono molto particolari. In questo caso il sistema è r •• ppresentato da un numero 
finito di coordinate generalizzate ql' ... , q,. che percorrono uno spazio (detto spa
zio delle configuraToioni) Al e dai momenti PI' ... , P .. associati. Lo spv.io delle fasi 
dci sistema è allora il fibrato cotangente T-AI di 1\1. Come è stato mostrato da 
Hamilton, le equazioni differenziali dd i"iL"Condo ordine (del tipo dell'equazione 
di Kewton f - 1It'"f) che regolano l'c\'olu7.ione dd !li~tema, sono allora traducibili 
in un formalismo canonico. Se H(q, p) è l'energia del sistema, energia indipen
dente dal tempo. e se il sii\tema è conSC!n-ativo (non dissipati\·o, senza attrito), 
le equazioni di evoluzione sono date dalle' celebri formulc di Hamilton (dq/dt = 

"'" I)H/I)p, dp fdt - -i'lfl j i'lq), Ciò implica non soltanto la curuen·azione dell'e
nergia, ma la conservazione del (.'O/umt dello spazio delle fasi (teorema di Liou
ville). Que~to fatttl è fondamentale perehé implica l'impossihilità per un siste_ 
ma hamiltoniano di possedere attrattori e, con ciò stesso, l'csistenza di forti pro
prietà d i CT/:odicifu. 

Essendo conservativi, i l>istcmi hamiltoniani sono strutturalmente instabili. 
Si pone dunque il problema di sapere come si stahilizzano quando si introducc 
della dissipaziune, D'altra parte, se ci si limita ai campi hamiltoniani, alcuni cam
pi di\'cnlano stahili. :\ la non tutti. Tra i campi instabili restano in particolare i 
c3mpi detti if/ttKrabili che possiedono un numero massimale di integrali primi 
indipendenti. Si pone dunque il problema di sapere come un campo integrahile 
può st.\hi lizzarsi all'interno della classe dci sistemi hamiltoniani. j';; la teoria delle 
perturbazioni (cfr. l 'articolo ~ Stabilità/ instabilità . ). 

Si noterà infine che il furmalismo hamiltoniano consiste nd pensare la mt:c
canica in analogia çon l'ottica geomet rica. Ora, è noto che in ottica i raggi lumi
nosi non sono nient'altro çhç le geOdtliclr1' per una struttura riemanniana che 
esprime le proprietà ottiche del me7.Zo. Succede la steS1\a cosa in meccanica. Le 
traiettorie definite localmente con le equazioni di Hamilton possono anche esse
re dcfinite Klobalmellte li. panire da un principio variazionalc detto principio di 
minima azione (cfr. l'articolo . Yaria7.ione . ). Si tratta in questo caso di una delle 
piu spettacolari equivalenzc tra determinazione loçale ~ dèterminazione globale. 

6. Conclusione. 

Queste poche elementari generalità sulla dialettica del locale e del globale 
rinviano c:\·identem~nle soltanto ad alcuni di questi aspetti. Per maggior com
ph:teZ7.3, occorrCTI:bbt: parlare in particolare; J) ddl'intervt:nlo di questa dialet-
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tica in aritmetica e in teoria dei corpi di classe: si trana in qUt:'Sto caso infaui di 
un t:Scmpio particolarmente sorprendente, pròf()odo e operatorio di tran8fert di 
una concettualità dal suo dominio di origine El un dominio che, apparen temente, 
le è Clitr"'.tntQ (si veda l'articolo +Locale/globale +); 2) del ruolo Ct"Jnsidcrc"ole che 
hanno le con.<;iderazioni qui appena abb07.7.atc nell'analisi funzionale e in parti. 
colare nella teoria delle cqua7.ioni alle derivate parziali cosi fondamentale per la 
fisica (cfr. gli arricoli +D iffcrcnziale . c . Funzioni . ); 3) dellt: tecniche di localiz· 
zazionc e di globalizza7.ione in algebra commutativa, tt:'cnichc fondamentali per 
la geometria algebrica . 

Si spera che queste os..'\ervazioni siano sufficienti a mostrare che l'opposizione 
locale/globale possiede un eminente "alore categoriale, Ct"JStituendo uno dei punIi 
focali di ciò che Lautman chiamava l'l/nilà (concettuale) della matematica. lJ· P.J. 
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